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VORREDE 

Die heutige Tektoranalysis ist im wesentliohen aus zwei Werken 
entsprungen, aus Graßmanns Ausdehnungslehre 'und aus Hamiltons 
Quaternionen, beide reiche Quellen mathematischer Erkenntnis. 
Beiden Werken ist keine große Verbreitung zuteil geworden. Ha- 
milton hat zwar Schule gemacht, aber die Zahl derer, die sich die 
Quatemionen zu eigen gemacht haben, so daß sie ihnen ein brauch- 
bares Werkzeug wurden, ist beschränkt geblieben. Graßmanns Werk 
hat zunächst gar keine Beachtung gefunden, und noch heute wird 
es wenig studiert. Nur Bruchstücke sind in den mathematischen 
Unterricht eingedrungen und in den exakten Naturwissenschaften 
zum dauernden Besitz des Forschers geworden. Meiner Meinung 
nach ist dieser Prozeß, was Graßmann betrifft, noch nicht beendet. 
Es werden noch eine ganze Reihe seiner Ideen Gemeingut der 
Mathematiker und der mathematisch arbeitenden Forscher werden 
und in den allgemeinen Unterricht übergehen. In dem vorliegenden 
Buche habe ich versucht, die üblichen Begriffe der Yektoranalysis 
im Anschluß und auf Grund Graßmannscher Gedanken darzustellen. 
In den Bezeichnungen bin ich ihm allerdings nicht durchweg ge- 
folgt Es wäre z. B. ein vergebliches Bemühen, das Wort „Vektor" 
wieder los werden zu wollen, wenn man auch zugeben möchte^ 
daß „Strecke'' besser ist. Was die Bezeichnungen des scalaren und 
des vektoriellen Produktes betrifft, so habe ich die in der mathe- 
matischen Enzyklopädie üblichen nicht gewählt, sondern die von 
Gibbs eingeführten vorgezogen. Denn die runde und die eckige 
Klammer, die in der mathematischen Enzyklopädie zur Bezeichnung 
dieser Operationen verwendet werden, kann man in ihrer eigent- 
lichen Bedeutung als Klammem zur Anwendung des distributiven 
Gesetzes nicht entbehren. Durch die zweite Bedeutung der Klammem 
werden die Formeln ungeschickt und unübersichtlich. Bei der Be- 
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handlang der Tensoren habe ich manches von Oibbs übernommen. 
Denn Oraßmanns Bezeichnungen sind hier zu umständlich. 

Der vorliegende erste Band enthält die Yektoranalysis von drei 
Dimensionen. Im zweiten Bande soll die von vier und mehr Dimen- 
sionen behandelt werden, die durch die Anwendung auf die Rela- 
tivitätstheorie eine wichtige Rolle spielt. Hier tritt der Begriff des 
Tensors in den Vordergrund. Er gehört zu denen, auf die sich 
Oraßmanns prophetische Worte am Schlüsse der Vorrede zur Aus- 
dehn ungslehre von 1862 beziehen: ^Ich weiß, daß einst diese Ideen^ 
wenn auch in veränderter Form, neu erstehen und mit der Zeit- 
entwicklung in lebendige Wechselwirkung treten werden.^' 

Göttingen, im Mai 1919. 



INHALT 

* 

Kapitel I. 
Vectoren und PlangrAfteo. 

, 8«ite 

§ 1 Begriff des Vektors :::::::::::::::::: 1 

§ 2 Addition von Vektoren :::,:::::::::::::: 2 

§ 8 Vektoigleiehongen ::::.::::::::::::: 4 

§ 4 Beispiele der Addition von Vektoren: 6 

g 5 VenrielfiÜtigang eines Vektors ::::::::::-::: 7 

§ 6 Numerische Ableitung eines Vektors ans anderen ::::::.- 9 

§ 7 Das ftnfiere Produkt zweier Vektoren und der Begriff der PlangrOsse 12 

§ 8 Addition von PlangrOssen. :::::::::•:::::: 18 

§ 9 Die Ergänzung einer Plangrösse ::::::::::::: 17 

£ 10 Numerische Ableitung einer PlangrOsse aus anderen :::::: 20 

§ 11 Das äussere Produkt yon drei Vektoren ::::::::::: 28 

§ 12 Zusammenhang mit der Determinantentheorie :::::::: 26 

§ 18 Das skalare Produkt zweier Vektoren ::::::::::: 81 

§ 14 Das yektorielle Produkt zweier Vektoren :::::::::: 88 

§ 15 Das äussere Produkt zweier PlangrOssen :::::: ^ :::: 84 

§ 16 Beispiele, Anwendungen und Obungsauf gaben : : 88 



* 



Kapiteln. 
Differenziation und Integratioii. 

1 Differenziationsregeln ::::::::::::::::: 52 
§ 2 Krfimmung und Torsion einer Raumkürve :::::::::: 56 
§ 8 Krümmung und Torsion anders betrachtet :::::::::: 60 
§ 4 Integrationsregeln ::::::::::::::::::: 66 
§ 5 AnwendungaufdieBewegnngeines Massenpunktes um ein festes Zentrum 68 
§ 6 Flächenintegrale und Raumintegrale :::::::::::: 78 
§ 7 Vectorfelder und PlangrOssenfelder :::::::::::: 75 
§ 8 Die Umwandlung von Flächenintegralen in Raumintegrale : : : : 80 
§ 9 Anwendungen der ümwandlungstheoreme :::::::::: 88 
§ 10 Die Umwandlung von Randintegralen in Flächenintegrale : : : : 90 
§11 Einführung krummliniger Koordinaten :::::::::; 98 
§ 12 Regeln für den Operator "^ ::::::::::::::: lOß 
18 Anwendung auf das Oraritationspotential :::::::::: 110 
14 Der Greensche Satz :::::::::::::::::: 114 
§15 Der Zusammenhang zwischen einem Vektorfelde und seinem Wirbel 118 
§ 16 Sealares Potential, Vektorpotential und PlangrOssenpotential : 120 



r 



\ 



VIII Inhalt 

Kaplteim. 
Tensoren. 

Seite 
§ 1 Die affine Transfonoation des Saumes ::::::::::: 123 
§ 2 Konjugierte Tensoren ::::::::::::::::: 129 
§ 8 Die in sich transformierten Vektoren :::::::::::: 132 
§ 4 Drehungstensoren :::::::::::::::::: 134 
§ 5 Zu sich selbst konjugierte oder symmetrische Tensoren : -.186 

§ 6 Zusammensetzung von Tensoren ::::::::::::: 141 
§ 7 Zerlegung in Drehungstensor und zu sich selbst koigugierten Tensor 148 
§ 8 Die Masszahlen und Einheiten eines Tensors: :::::::: 146 
§ 9 Tensoren aus weniger als drei Gliedern :::::::::: 147 
§10 Symmetrische und antisymmetrische Tensoren :::::::: 151 
§ 11 Reziproke Tensoren ::::::::::::::::: 161 
12 Der TensorbegriflT ::::::::::;:::.::: 168 
18 Umklappungen und Drehungen :::::::::::::: 164 
§14 Tensorfelder ::::::.::::::::::::: 167 
§15 Tensorintegrale ::::::::::::::::::: 17^ 
16 Kogredienz und Kontragredienz ::::::::::::: 184 



Kapitel I. 

Vektoren und Plangrössen. 

§ 1. Begriff des Vektors. 

Es seien im Baume zwei Punkte A und A' gegeben.. Von bei- 
den Funkten gehen wir in derselben Richtung vorwärts und ge- 
langen, nachdem wir dieselbe geradlinige Entfernung vzurückgelegt 
haben, von A aus nach B tmd von A' aus nach B'. Wir wollen 
dann sagen, derselbe „Vektor" führe von A nach B, wie von A' 
nach B' oder auch der Vektor, der von A nach B führt, sei gleich 
dem Vektgr, der von A' nach B' führt. Ein Vektor ist 'ilso ein Ding^ 
das eine ^Richtung und eine Länge besitzt ^ und dadurch vollständig 
charakterisiert ist. Zwei Vektoren sind ungleich, wenn sie ungleiche 
Richtung oder wenn sie ungleiche Länge oder «wenn sie sowohl 
ungleiche Richtung wie ungleiche Länge haben.^ Zwei Vektoren sind 
gleich, wenn sie sowohl dieselbe Richtung wie dieselbe Länge haben. 

Wir wollen einen Vektor mit einem beliebigen kleinen deutschen 
Buchstaben bezeichnen, z. B. q oder b oder p oder £ im Gegensatz 
zu positiven oder negativen Zahlenwerten, die wir mit kleinen latei- 
nischen oder griechischen Buchstaben, und zu Punkten, die wir mit 
grossen lateinischen Buchstaben bezeichnen, und wollen durch das 
in der Algebra übliche Gleichheitszeichen 

a = b 

ausdrücken, dass die beiden Vektoren sich nicht voneinander unter- 
scheiden. 

'^ Alle Grössen, denen eine Richtung zukommt, wie z. B. eine 
Geschwindigkeit, ein Stoss, eine Kraft, eine Beschleunigung und 
viele andere Grössen, die uns bei der Betrachtung der Erscheinungen 
entgegentreten, kennen durch Vektoren geometrisch dargestellt wer- 
den*, sobald wir nur festgesetzt haben, welche Länge der Massein- 
heit der betreffeiüden Grösse zukommen soll. Dann wird die gerichtete 
Grösse von n Masseinheiten durch einen Vektor der gleichen Rich- 
tung^ und einer Länge von n Längeneinheiten geometrisch dargestellt 

Bunge, Vektonnalysis. I. 1 
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§ 2. Die Addition von Vektoren. 

Aus zwei beliebigen Vektoren a und b wollen wir einen dritten 
Vektor c auf folgende Weise ableiten. Von einem beliebigen Punkte 

A führe der Vektor a zu einem Punkte B und von B 
, führe der Vektor b zu einem Punkte G; dann soll c der 
Vektorsein,der von A nachC führt(Fig,l). DieseZu- 
sammenfügung von q und b, deren Ergebnis c ist^ 
wollen wir durch das Pluszeichen -f* ausdrücken 

Q + b 
und sagen, a und b seien zueinander addiert. 

Dass wir dasselbe Zeichen und dasselbe Wort 
wählen, das in der Algebra eine andere Bedeu- 
tung hat, rechtfertigt sich, wie wir sehen werden, 
dadurch, dass die Gesetze, die für diese Zusammen- 
fügung von Vektoren gelten, mit den Oesetzen^ 
die für die Addition von Zahlen gelten, durchaus 
übereinstimmen. Wenn wir dasselbe Zeichen gebrauchen, so entlasten 
wir damit unser Gedächtnis, während wir eine Verwechselung nicht 
zu befürchten brauchen, so lange wir nur die Bezeichnung der Vek- 
toren (durch deutsche Buchstaben) von der Bezeichnung der Zahlen 
(durch kleine lateinische Buchstaben) unterscheiden. 

Dass der Vektor c durch die Zusammenfügung von a und b 
V ' Q auf die beschriebene Weise entsteht, drücken 

wir also durch die Gleichung aus 

(1) a + b = c 
Wenn man vom Punkte A aus zuerst den 

Vektor b anträgt, der von A nach B' führt (Fig. 2), 
dann führt der Vektor a von B'aus nach demselben 
Pankte C, den wir vorher über B erreichten, so dass 
sich als Resultat der Zusammenfügung auch in 
diesem Fall derselbe Vektor c wievorhin ergibt Wir 
drücken diese Tatsache durch die Gleichung aus: 

(2) a + b = b + a. 
D. h. geradeso wie bei der Addition zweier Zahlen 
die beiden Summanden vertauscht werden können, 

ohne dass dieSumme sich ändert, so können wirauch die beiden Vektoren 
vertauschen, ohne dass das Resultat ihrer Zusammenfügung sich ändert. 




Fig. 2. 
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Haben die beiden zosammenzufügendenf Vektoren ^e gleiche 
Länge and entgegengesetzte Bichtung, so ^t bei der Zusammen- 
fägnng der Punkt G auf den Punkt A und der Vektor c verschwindet 
Wir bezeichnen das gerade wie bei der Summe zweier entgegen- 
gesetzter Zahlen durch die Gleichung 

oder auch a = — b. 

Wir nennc/n dann die beiden Vektoren einander entgegengesetsst 
Es seien im Baume vier beliebige Punkte AB CD gegeben und 
es sei a der Vektor, der von A bis B, B der Vektor, der von B 
bis C, c der Vektor, der von C bis D führt 
(Kg. 3). Wir fügen nun a und b zu a + ^ zu- 
sammen und zu diesem Vektor fügen wir c; dann 
ergibt sich der Vektor (a +*b) + c, der von 
A nach D führt Fügen wir andrerseits die bei- 
den Vektoren b und c zusammen zu dem Vektor 
b 4~ C) ^^^ ^on B nach D führt und fügen diesen 
zu a hinzu, so erhalten wir den Vektor a-\- 
(b -|- c), der auch von A nach D führt D. h. es ist 

(3) (a + b) + c = a + (b-fc), 

oder mit andern Worten, es kommt bei der 
Zusammenfügüng 

ö + b + c 

nicht auf die Klammem an. Da man nun in 

der Zusammenfügung zweier Vektoren a -{- b oder b -4- c die beiden 

Vektoren vertauschen kann, so ergibt sich, dass in * 

a + b + c 

jeder Vektor mit seinem Nachbar vertauscht werden kann, ohne 
das Oesamtresultat zu ändern, dass mithin jedes der drei Glieder 
an jeden der drei Plätze gebracht werden kann^ mit andern Worten, 
dass gerade wie bei der Summe dreier Zahlen die Beihenfolge das 
Besultat nicht beeinflusst Nach den 6 Stellungen der drei Glieder 
erhalten wir 6 gebrochene Linien, die von A nach D führen, deren 
3 Seiten aus a, b und c in irgendeiner Beihenfolge bestehen. 

Hat man nun n Vektoren a^ 02 . . . ttm die nach der Beihe von 
Ao über A^, A, . . . bis An führen, se^-entsteht durch Zusammenfügen 

1* 
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von tti und o, dazu Os, dazu a4,...bis endlich an ein Vektor, der 
von Ao bis An ftihri Derselbe Yektor entsteht aber auch, wenn ich 
bei dieser Operation einige der aufeinanderfolgenden Vektoren zu- 
sammenfasse, z. B. Qi bis Qi-i-k zu dem Yektor, der von Ai_i bis 
Ai 4. k führt In der Reihe der Punkte würden somit die Punkte 
Ai bis Ai4.k— 1 übersprungen werden. Dass beide Male derselbe 
Yektor sich ergibt^ drüclfen wir durch die Gleichung aus 

(A\ ^1 4" <^ H h öl + h öi + k H f- ön = 

= eil + O2 H h Äi - 1 + (öl H h tti 4. k) + ai 4. k + 1 + An. 

Mit andern Worten, der resultierende Yektor a^ + <^ 4~ " "h ^n 
ändert sich nicht, wenn man irgendwelche aufeinanderfolgende Glieder 
einklammert Daraus folgt sogleich, dass der resultierende Yektor 
sich auch nicht ändert, wenn man irgendeines der Glieder, z. B. 
ai mit seinem Nachbarn ai^-i vertauscht Denn klammert man ai-j- 
ai^-i ein; so kann man in der Klammer ai und ai^-i vertauschen 
und darauf die Klammer wieder weglassen. Geometrisch läuft dies 
darauf hinaus, dass man in der Beihenfolge der Punkte AoAi...An 
den Punkt Ai durch einen andern Ai ersetzt^ der von Ai-i ans 
durch den Yektor 014.1 erreicht wird, so dass der Yektor ai andrer- 
seits von Ai bis Ai-j-i führt Durch fortgesetzte Yertauschung zweier 
benachbarter Glieder in dem Ausdruck 

^1 + <^ H 1" ttn 

kann man nun jedes Glied an jede beliebige Stelle bringen, so dass 
das Resultat gerade so wie eine Summe von beliebig vielen Zahlen 

_ • 

von der Reihenfolge der Glieder ganz unabhängig ist 

§ 3. Yektorgleichungen. 

Lässt man in der Reihenfolge der Punkte AoAiA,...An den 
letzten Punkt An mit dem ersten Ag zusammenfallen, so verschwindet 
der resultierende Yektor. Wir drücken das durch die Gleichung aus 

(1) öl + 0, + Og H 1- ttn = 0. 

Eine Gleichung von der Form 

(2) «1 + Ö2 H h ttr = 61 4- bf H 1- 6« 

bedeutet, dass der Yektor, der aus der Zusammenfügung der Vek- 
toren Ol . . . ttr entsteht, gleich ist dem Vektor, der aus der Zusammen- 
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fügang von B^, B, ... 6b entsteht, wobei nicht ausgeschlossen ist, dass 
sich beide auf Null zusammenziehen. Wir nennen solche Gleichungen 
„Yektorgleichungen^S Jedes Glied kann mit entgegengesetztem Zeichen 
auf die andere Seite gebracht werden. Denn da man auf jeder Seite 
der Gleichung den gleichen Yektor hinzufügen kann, ohne dass die 
Gleichung aufhört richtig zu sein, so braucht man nur auf beiden 
Seiten, z. B. den Yektor — Bi hinzuzufügen. Auf der rechten Seite 
kann man dann ii und — Bi nebeneinander bringen und zusammen- 
klammem; dann geben sie Null und können gemeinsam weggelassen 
werden. Das Ergebnis ist somit, dass bj auf der rechten Seite ver- 
schwindet und mit entgegengesetztem Yorzeichen auf der linken 
Seite wieder auftritt — bi ist dabei der Kürze wegen statt + ( — bi) 
geschrieben und bedeutet, dass der Yektor — bi hinzugefügt wer- 
den soll. 

Wenn von den Yektoren, die in einer Yektorgleichung vor- 
kommen, alle ausser einem bekannt sind, so findet man diesen, in- 
dem man aUe übrigen auf die andßre Seite der Gleichung bringt, 
z. B. folgt aus 

(3) a + 5 = b, ' 

wo a und 6 bekannt, je unbekannt sein soll, indem man a auf die 
andere Seite bringt 

(4) j = b — a. 

§ 4. Beispiele der Addition von Yektoren. 

Die Zusammenfügung von Yektoren spielt bei der Betrachtung 
aller gerichteten Grössen eine grunc^sätzliche Bolle. Yerschiebt sich 
z. B. ein Körper parallel zu sich selbst mit einer Geschwindigkeit, 
die durch den Yektor a dargestellt werde, und verschiebt sich eben- 
so ein zweiter Körper relativ zu dem ersten mit einer Geschwin- 
digkeit b, so ist die absolute Geschwindigkeit des zweiten Körpeis 
gleich a + i. Wenn also seine absolute Geschwindigkeit mit c be- 
zeichnet wird, so ist seine relative Geschwindigkeit gleich c — a. 
Ein Schiff, das mit der Geschwindigkeit q fährt und von einem 
Wind mit der Geschwindigkeit c angeblasen wird, erfährt einen 
relativen Wind c — o. Der Wimpel am Mast oder der Kauch aus 
dem Schoi;pstein zeigen den relativen Wind an (Fig. 4). 
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Zwei Kräfte, die an einem Funkte angreifen, setzen sich nach 
dem sogenannten Parallelogramm der Kräfte zusammen, d. h. ihre 

Wirkung kann durch eine einzige Kraft (die „Resul- 
tante^') ersetzt werden, deren Richtung und Orösse durch 
eine Diagonale des Parallelogramms dargestellt wird, 
dessen Seiten die beiden Kräfte bilden. Stellen die beiden 
Vektoren a und b die beiden Kräfte dar, so ist a -(- ^ 
ihre Resultante. Oreifen mehr als zwei Kräfte an dem- ' 
selben Punkte an, so kann man sie auf diese Weise 
nacheinander zu einer einzigen Kraft zusammensetzen, 
die allein dieselbe Wirkung hat wie die einzelnen Kräfte 
zusammengenommen. Sind diese durch die Vektoren 
Qi 0, ... an dargestellt, so ist die Gesamtkraft durch 

^1 + ö« H h Ön 

dargestellt In dem Fall, wo die Kräfte im Oleichge- 
wicht sind, muss die Oesamtkraft verschwinden, so dass 

(1) ^1 -|- 0, -j 1- On = ist. 

Geometrisch ausgedruckt heisst das also, wie wir oben sahen, 
dass die Einzelkräfte hintereinander abgetragen ein geschlossenes 
Polygon liefern müssen. 

Eid Strassenbahnwagen setze sich mit einer konstanten Be- 
schleunigung in Bewegung, so dass der Geschwindigkeitazuwachs, 

den er in jeder Sekunde erfährt, durch 
den Vektor a daigestellt ist Ein während 
dieser gleichmässig beschleunigten Bewe- 
gung in dem Wagen frei fallender Körper ^ 
erfährt dann zwar relativ zur Erde dieselbe 
Beschleunigung wie jeder andere frei fal- 
lende Körper — der Vektor g stelle den 
(Jeechwindigkeitszu wachs dar, den er in- 
folge der Schwerkraft in der Sekunde er-> 
fährt — ; relativ zum Wagen aber erfährt 
er die Beschleunigung g — ä« Ein Körper, 
der im Wagen aus der Ruhelage (relativ 
zum Wagen) frei herabfallt, bewegt sich relativ zum Wagen in der 
Richtung des Vektors ^ — a. Dies ist für einen Insassen des Wagens 







Fig. 6. 
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die scheinbare Schwerkraft Ein im Wagen ruhig hängendes Pendel 
zeigt die Richtung der scheinbaren Schwerkraft an und eine im 
Wagen zum Einspielen gebrachte Libelle zeigt den zu dieser schein- 
baren Schwerkraft senkrechten scheinbaren Horizont an. Nach diesem 
scheinbaren Horizont und dieser scheinbaren Schwerkraft hat ein 
im Wagen sich bewegender Mensch sich zu richten. Istz. B. der Boden 
des Wagens dem wahren Horizont parallel, so wird der Mensch die 
Empfindung haben, als wäre der Boden nicht horizontal, sondern 
vom höher (Fig. 5). 

Diese Beispiele mögen genügen, um zu zeigen, wie bei all 
diesen gerichteten Grössen die Zusammensetzung der Vektoren eine 
wichtige Rolle spielt, um uns die Erscheinungen verstehen zu lassen. 

§ 5. Vervielfältigung eines Vektors. 

Zwei Vektoren von gleicher oder entgegengesetzter Richtung 
können durch eine positive oder negative Zahl miteinander ver- 
glichen werden, die das Verhältnis ihrer Längen angibt Ist der 
Vektor b n-mal so lang wie der Vektor a, aber von gleicher Rich- 
tung, so werden wir das durch die Gleichung 

{!) b = na 

ausdrücken, hat b die enlgegengeset^te Richtung, so werden wir 

schreiben 

(2) b = — na. 

Die Berechtigung dieser Schreibweise leuchtet ein, wenn wir 
uns unter n eine ganze Zahl denken. Denn der Vektor 3 a z. B. ist 
dann dasselbe, was wir nach der obigen Bezeichnung auch in der Form 

a-f-a-j-a 

schreiben könnten. Ebenso wenn n gleich dem reziproken Wert 
einer ganzen Zahl ist Denn ^/ja z. B. ist ein Vektor, der 3 mal zu 
sich selbst gefügt, a gibt Dann sieht man aber auch, was unter 
Ott verstanden werden muss, wenn n eine gebrochene Zahl ist So 
ist %a z. B. ein Vektor, der durch viermaliges Aneinanderlegen 
des Vektors ^l^a entsteht, oder auch der, 3 mal mit sich selbst zu- 
sammengefügt, 4 a gibt 

Die Bezeichnung 

b = — na, 
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wenn b die entgegengesetzte Richtung hat wie a, rechtfertigt sich 
dadurch, dass der Yektor — a dieselbe Richtung hat wie b, das& 
also — na nur statt n( — a). geschrieben i$t Wir wollen für na 
und — na sagen, es sei der Yektor a mit der positiven Zahl n oder 
der negativen Zahl — n multipliziert 

Werden zwei Yektoren a^ und o^ beide mit derselben posi- 
tiven oder negativen Zahl a multipliziert und zusammengefügt 

aox+aoa, 
so ei^b^ sich derselbe Yektor, wie wenn man erst o^ und a, zu- 
sammenfügt und den resultierenden Yektor ai + <^ ^^^ & multi- 
pliziert Wir drücken das durch die Gleichung aus 
j(3) aox+aoj = a(ai + a2) 

Fig. 6 zeigt den Fall eines positiven Wprtes von a, Fig. 7 den 
eines negativen. In beiden Fällen sind die beiden Dreiecke ABC 





Fig. 6. 



Fig. 7. 



und AB'C einander ähnlich. Im ersten Fall sind sie auch ähnlich 
gelegen, im zweiten Fall sind die Richtungen des einen Dreiecks 
den entsprechenden Richtungen im andern entgegengesetzt Die abso- 
lute Grösse von a gibt das Yerhaltnis der entsprechenden Längen an. 
Die Regel, dass man die Klammer auf der rechten Seite der 
Gleichung auflösen kann, ist formell genau dieselbe, die in der 
Buchstabenrechnung gilt Sie lässt sich auch auf beliebig viele 
Glieder übertragen. Denn wenn die Richtigkeit der Formel 

(4) atti + ao, -| h aon- 1 = a(ai -}- Og H h Cn-i) 
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für n — 1 Vektoren angenommen wird, so folgt sie sofort für n Vek- 
toren. Man setze nämlich a^ + o, + * * + ^n — i = c, so ist zunächst 
für die beiden Vektoren c und an 

ac + aOn = a(c + an) . 
Jetzt setze man für c seinen Wert ein, so ergibt sich unter der 
gemachten Voraussetzung die Gleichung 

(5) aai + aog -I h attn = a(ai + a, H h äd) . 

Geometrisch kann die Gleichung so gedeutet werden. Von einem 
Punkte Aq tragen wir die Vektoren aiO^- -an hintereinander ab 
und erhalten auf diese Weise eine gebrochene Linie AoAiAj-*- An 
mit n-4-1 irgendwie im Räume liegenden Punkten, von denen 
auch einige im besonderen Fall aufeinander fallen können. Der 

Vektor, der von Aq zu An führt, ist dann a^ + aa H h ^n« Diö 

Multiplikation mit einem positiven Wert a bedeutet geometrisch, 
dass wir die ganze Figur im a-fachen Maßstab konstruieren. AUe 

Vektoren aiO, • • • an gehen dabei in aaj, aaj, ••• aanun^ Äi+a,H |-an 

in a(ai-j-a2 f-^n) über \md zugleich bleibt der Umstand be- 
stehen, dass der letzte Vektor aus der Zusammenfügung der andern 
hervoi^ht Bei negativem a wird zugleich mit der maßstäblichen 
Änderung allen Vektoren die entgegengesetzte Richtung erteilt. 

§ 6. Numerische Ableitung* eines Vektors aus anderen. 

Jeder Vektor )), der dieselbe oder die entgegengesetzte Rich- 
tung hat wie ein anderer Vektor a, kann aus diesem durch Multi- 
plikation mit einer positiven oder negativen Zahl abgeleitet werden 

(1) p = xa. 

Sind zwei Vektoren a^ und a, weder gleich noch entgegengesetzt 
gerichtet und leitet man durch zwei beliebige positive Zahlen x, 
und Xj einen neuen Vektor p aus ihnen ab durch die Gleichung 

(2) • p = XjOi-f XgCa, 

so liegen die drei Vektoren p, a^, a, parallel derselben Ebene. Denn 
nach dem Obigen bilden die drei Vektoren — ^, x^a^, Xja,, wenn 
man sie aneinander abträgt ein geschlossenes Dreieck. Jeder Vektor 
q, der derselben Ebene parallel ist, lässt sich durch passende Wahl 
von Xi und x, in der Form 

x^a^ -|- Xjtta 
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darstellen. Denn trägt man q von irgendeinem Punkt ^ bis Q 
und zieht durch und Q Parallelen zu o^ und a, (Fig. 8), so 
bilden die Parallelen ein Parallelogramm OQ^QQ,. Die Vektoren 

von nach Q^ und von Q^ nach Q sind, 
da sie den Rektoren üi und o, parallel 
sind, in der Form x^a^ und x^o, darstell- 
bar, wo die Zahlen X| und x, ihre Längen- 
Verhältnisse zu a^ und o, messen (negativ 
zu rechnen, wenn ihre Richtung der von 
ai resp. a, entgegengesetzt ist). Da sie zu- 
sammengesetzt den Yektor q ergeben, so 
ist also 
(3) q = Xiai + Xaaj. 

Wir sagen dann, q ist aus a^ und a, 
numerisch abgeleitet Wir können also 
sagen: alle Yektoren, die aus a^ und a^ durch irgend welclie posi- 
tiven oder negativen Zahlen numerisch abgeleitet werden (wobei 
nicht ausgeschlossen ist, dass eine der beiden Zahlen Null ist), sind 
einer und derselben Ebene parallel iind umgekehrt, jeder Vektor, 
der dieser Ebene parallel ist, kann aus a^ und o, numerisch ab- 
geleitet werden. 

Sind drei Vektoren a^, 02, as so beschaffen, dass keiner von 
ihnen aus den andern beiden numerisch abgeleitet werden kann, 
so ist jeder beliebige Vektor p in der Form 

darstellbar, wo x^, x,, Xg positive oder negative Zahlen sind. Um 
das zu zeigen, denken wir uns den Vektor p von irgendeinem 
Punkt aus abgetragen. Ei führe von nach P. Durch legen 
wir eine Ebene parallel zu den Vektoren a^ und o,. Liegt der 
Vektor p in dieser Ebene, so ist er schon aus a^ und o, ableitbar 
und x, ist gleich Null zu setzen. Liegt er nicht in dieser Ebene, 
so liegt der Punkt P ausserhalb. Wy* ziehen durch P eine Par- 
allele zu Qs. Sie muss die Ebene schneiden, denn sonst wäre auch 
Os zu ihr parallel, was der Voraussetzung widerstreitet, dass a^ nicht 
aus 0^ und Oi numerisch ableitbar sein soll. Sei P^ der Schnitt- 
punkt, so muss 'der Vektor OP^ aus a^und o^, der Vektor P^P aus 



Numerische Ableitung eines Vektors aus anderen 



11 



<i, numerisch ableitbar sein, d. h. sie sind in der Form x^a^ + x^o, und 
^s^B darstellbar und durch ihre Zusammenfügung erhält man 

p = XiOi + x,a, + ^8<*8 • 
Wir können also sagen, aus irgend drei Yektoren Oi^ Og, Qg, die 
nicht auseinander numerisch ableitbar sind, lässt sich jeder belie- 
bige Vektor numerisch ableiten« Denkt man 'sich die drei Vektoren 
üiO^clb von einen! Punkte aus abgetragen, so mögen sie von 
nach AjÄ^Ag fuhren. Der Vektor p werde ebenfalls von aus 
abgetragen und führe von bis P. Wir nennen die Graden OA,, 
OA^, OAs Koordinatenachsen und die Ebenen OA^Ag, OA^Ai, 
OA^A, Koordinatenebenen. Legen wir durch P drei Ebenen par- 
allel zu den Koordinatenebenen, so schneiden sie die Koordinaten- 
achsen in drei Punkten P^PjPg und begrenzen mit den Koordi- 
natenebenen ein Parallelepipedon, dessen eine Diagonale OP ist. 
Die Vektoren XiOi, x,a„ XgOg führen von aus nach Pj, Pj, P^^ 
und bilden also drei aneinander stossende Kanten des Parallel- 
epipedons. Die Zahlen x« drücken das Yerhältnis der Längen dieser 
drei Kanten zu OA^, OA^, OA3 
aus und geben zugleich durch 
ihr Vorzeichen an, ob OP« die 
gleiche oder die entgegenge- 
setzte Richtung, hat wie OAa 
(Fig. 9). Wir nennen OAj, A^, 
OA3 die Einheitsstrecken und 
das von ihnen bestimmte Par- 
allelepipedon den Einheitsraum 
und die drei durch 0A„ OA3, 
durch OAgjOAi und durch OA^, 

OA3 bestimmten Parallelogramme die Einheitsflächen. Die Zahlen 
Xi,X2,X3 nennt man auch wohl die Koordinaten des Punktes P in 
dem Koordinatensystem OA^, OAj, OA3. Wir nennen sie die „Mass- 
Zahlen" des Vektors p in bezug auf die Vektoren a^, Qs, a,. 

Zwischen vier beliebigen Vektoren a^ , o,, o,, a^ muss mindestens 
eine Oleichung von der Form 

(5) XiOi + x,a« + xstts + x^a^ = 

bestehen. Denn besteht zwischen dreien von ihnen, z. B. zvnschen 
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dijOtiCis allein keine solche Oleichong, so dass also x^ nicht ^ull 
sein kann, so lässt sich nach dem obigen der Vektor — ^^cl^ wo 
X4 eine beliebige positive oder negative Zahl sein kann, ans Cj , 02 , 
Og nnmerisch ableiten, d. h. es ist 

Xitti + X20, + Xsüs = — x^a^ 
oder 

Xitti + x^Og + Xjtts + x^a^ = . 

■ 

§ 7; Das äussere Produkt zweier Vektoren. 

Es seien p und q zwei beliebige, Vektoren. Wir denken uns 
p von einem Punkte A aus abgetragen bis B. Von B ans denken 
wir uns den Vektor q abgetragen bis C. Nun verschieben wir den 

Vektor p parallel mit sich, so dass sein End- 
punkt auf der Strecke BG entlang gleitet bis 
G. Er beschreibt dadurch ein Parallelogramm 
ABGD (Fig. 10), auf dessen Bande durch die 
Richtung der beiden Vektoren p und q ein 
bestimmter Umlauf sinn AB CDA angegeben 
ist Diese, aus den beiden Vektoren erzeugte, 
mit einem bestimmten TTmlaufsinn behaftete 
ebene Fläche nennen wir „das äussere Produkt'^ der beiden Vek- 
toren. Wenn wir die Bollen der beiden Vektoren vertauschen, erst 
den Vektor q abtragen von A bis D, dann den Vektor p von D 
bis G und nim den Endpunkt des Vektors q längs der Strecke DC 
von D bis G verschieben, so erzeugen wir damit die Fläche AD GBA, 
die zwar denselben Inhalt aber den entgegengesetzten TTmlaufsinn 
hat wie die vorhin erzeugte^ Fläche. Wir wollen diese beiden Dinge 
unterscheiden, weil der ümlaufsinn, wie sich zeigen wird, eine wich- 
tige Bolle spielt Auch der Flächeninhalt der erzeugten Figur ist von 
Bedeutung; dagegen kommt es uns nicht auf die Form der Begren- 
zung an. Irgendein ebenes Flächenstück, dessen Ebene den Vektoren 
p und q parallel ist, dessen Flächeninhalt und ümlaufsinn gleich 
dem des Parallelogramms AB CDA ist, setzen wir ihm gleich und 
sagen, es sei gleich dem „äusseren Produkt von p mit q'', wofür 
wir das Zeichen 

einführen wollen. Ist dagegen der Umlaufsinn der entgegengesetzte, 
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so sagen wir, es sei gleich dem äusseren Produkt von q mit p und 

bezeichnen es mit 

qp. 

Wir wollen ein ebenes Iläcbenstück von bestimmtem Flächeninhalt 
and TJmlaufsinn eine „Flangrösse'^ nennen. Zwei Plangrössen heissen 
also dann und nur dann einander gleich, wenn ihre Ebenen zu- 
sammenfallen oder parallel sind, wenn ihre Flächeninhalte überein- 
stimmen und ihr Umlaufsinn der gleiche ist. Plangrössen bezeichnen 
wir durch grosse deutsche Buchstaben. 

p q und q p stellen entgegengesetzte Plangrössen dar, die zwar 
gleichen Flächeninhalt aber entgegengesetzten ümlau&inn haben. 
Zu jeder gegebenen Plangrösse kann ein ihm flächengleiches Par- 
^ allelogramm von gleichem Umlau&inn gefunden werden, so das& 
die Plangrösse gleich dem äusseren Produkt der beiden Vektoren 
wird, die zwei aufeinander folgende Seiten des Parallelogramms 
bilden. Dabei kann man irgendeinen, z. B. den ersten der beiden Vek- 
toren, so lange er nur der Plangrösse parallel ist, beliebig annehmen. 
Damit ist dann eine Seite des Parallelogramms festgelegt Die gegen- 
überliegende Seite muss dann in einem solchen Abstände liegen, 
dass der Flächeninhalt gleich dem gegebenen wird; in ihrer eigenen 
Geraden kann sie dagegen verschoben werden, ohne dass sich der 
Flächeninhalt ändert Durch den voigeschriebenen Umlau&inn ist 
die Lage der Geraden nicht mehr zweideutig, was sie ohne den TJm- 
laufsinn sein würde. 

§ 8. Die Addition von Plangrössen. 

Der Grund, weshalb man die aus den beiden Vektoren pc\y 
entspringend^ Plangrösse ein Produkt der beiden Vektoren nennt, 
liegt darin, dass es gewisseü Gesetzen gehorcht, die zu den Ge- 
setzen der Multiplikation zweier Zahlen eine weitreichende Ana- 
logie^zeigen. Allerdings sind die Gesetze nicht dieselben. Das sahen 
wir schon darin, dass p und q nicht vertauscht werden können. 
pC{ xind'qp betrachte^ wir nicht als einander gleich, sondern als 
einander entgegengesetzt und setzen ihre Summe gleich Null. 

(1) ^)q = — q^); <,q + qp = 0. 

Dagegen sind andere Analogien» vorhanden. Bilden wir das äussere 
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Produkt einer Samme zweier „Vektoren" % -f 4s ^^ einem Vektor 
p, der mit ihnen in derselben Ebene liegt, so erkennt man sofort 
(Fig. 11) die Kichtigkeit der Gleichnng 

(2) (qi + q2)»> — qiP + q«P'). 

Denn die Unke Seite der Gleichung bedeutet das Faiallelogramm 
ACC'A', das durch Verschiebung der Strecke AG um den Vektor 
p überstrichen wird mit dem Umlaufsinn ACC'A'. Auf der rechten 
Seite bedeutet das erste Glied das Parallelogramm ABB'A', das 
bei der Verschiebung der Strecke AB um den Vektor ))' über- 
strichen wird, das zweite Glied das Parallelogramm BCCB*, das 
bei der Verschiebung von BC um den Vektor p überstrichen wird. 
In der Tat ist nun der Flächeninhalt des Parallelogramm ACC'A'^ 
gleich der Summe der Flächeninhalte von ABB'A' und BCC'B'. 
Man braucht nur die Strecke BB' parallel mit sich selbst in ihrer 

Geraden so zu verschieben, 
dass BJn die Gerade AC fällt 
(nach B Fig. 11), wobei sich 
die beiden äusseren Produkte 
^der rechten Seite nicht veräii- 
dem, so wird B' auf CA' fallen 
"^ '(nach B\ Fig. 11) und da& 
Fi«. 11. Parallelogramm ACC'A' wird 

in zwei Teile von gleichem Um- 
lauf sinn zerfallen, von denen der eine gleich q^p^ der andere gleich 
(\2p ist Es kann auch der Fall eintreten, dass die Gerade BB' die 
Gerade AC in ihrer Verlängerung schneidet (Fig. 12, Fig. 13). Dann 
sind die beiden äusseren Produkte qip und q^p von entgegenge- 
setztem Vorzeichen. Das Parallelogramm ACC'A' hat dann den- 
selben ümlaufsinn wie das grössere der beiden Parallelogramme 
ABB'A' und BCC'B'. Durch Verschiebung von BB' in seiner 
Gteraden gehen diese über in ABB'A' und BCC'B'. Man kann jetzt 
da8_grö8sere dieser beiden, z. B. in Fig. 12 das Parallelogramm 
ABB'A', in zwei Teile zerlegen, von denen der eine den gleichen 

Man beachte, dass Fig. 11, 12, 13, 14 hier znn&chst nicht als Pro- 
jektionen rftnmlicher Figuren angesehen werden dürfen, sondern als ebene' 
Fignren. 
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Flächeninhalt aber den entgegengesetzten Umlau&inn hat wie q^p. 

so dass dieser Teil aufgehoben wird. Der übrigbleibende Teil ist dann 

identisch mit ACC'A'. 

In Kg. 13 istBCC'F S' 

das grössere Parallele- ^y^'^\ \^ 

gramm.£szerfälltindie 

beiden Teile BAA'F ^^ >^ 1 T«' 

und AC CA', von denen ^^ 



der erste von cfip auf- 
gehoben wird. 

Alle diese Fälle sind 
in der Formel 




. ^^ 




Fig. 12. 



v. 



I 



(qi + <!«)»' = <iii»+<i»>j 



f' 



V 



(3) 

inbegriffen, wenn nur dem Umlauf ein bestimmtes Voiteichen zu- 
geordnet wird. Welcher ümlaufsinn das positiTe Vorzeichen erhält, 
ist dabei willkürlich. Die Formel entspricht dem Gesetz, nach dem 
bei der Rechnung mit Zahlgrössen Klammem aufgelöst werden 

(4) (ai + a,)b = aib-fa,b. 

Wenn wir also die Zusammensetzung von Vektoren der Ad- 
dition von Zahlen analog gesetzt haben, so werden wir die neue 
Operation der Multiplikation ver- 
gleichen, wenn schon die Analogie ^^- 
keine vollständige ist 

Zwei gleich oder entgegenge- 
setzt gerichtete Vektoren geben als 
äusseres Produkt Null. Die Seiten 
des Parallelogramms rücken dabei 
in eine Gerade, so^dass der Flächen- 
inhalt verschwindet Die Formel 

(5) (qi + q2)p = qi»> + qs*> 
bleibt aber auch für diese Fälle 
richtig. Ist z. B. q^ -f^ q^ parallel )), 
so dass ACG'A' verschwindet, so 
wird BB' parallel der Geraden 

AA'CC und die beiden Parallelogramme ABB'A' und BGC'B* 
sind von gleichem Flächeninhalt und entgegengesetztem Umlauf-^ 
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sinn, so dass sich q^p und q^P gegeneinander wegheben. Ist q^ 
gleich oder entgegengesetzt gerichtet wie p^ so verschwindet q^P 
und es ist 

(6) (qi + q,)») = qi»> 

oder in Worten, man kann das Parallelogramm AG CA' (Fig. 14) 

in ABB'A' verwandeln, ohne Inhalt und Um- 
lau&inn zu ändern, indem man die Strecke 
.^ CC in ihrer eigenen Geraden verschiebt, 
i Die Formel 

i^ iV (qt + q,)»> = qi»> + q2p 

* können wir auch in der Form 

(8) P(qi + q2) =*qi + pq2 

^ schreiben. Denn, wenn wir auf beiden Seiten 

Fig. 14. die „Faktoren" in jedem äusseren Produkt 

vertauschen, so kommt das auf dasselbe hin- 
aus, als hätten wir auf beiden Seiten mit — 1 multipliziert, was die 
Richtigkeit der Gleichung nicht ändert. 

Sollen irgend zwei einander parallele Plangrössen addiert wer- 
den, d. h. soll eine Plangrösse gefunden werden, deren Umlauf- 
sinn gleich der grösseren der beiden gegebenen Plangrössen und 
dessen Inhalt gleich der Summe oder Differenz der beiden ge- 
gebenen Inhalte ist, je nachdem sie gleichen oder entgegengesetzten 
ümlaufsinn haben, so kann das so ausgeführt werden, dass man 
die beiden gegebenen Plangrössen in der Form zweier äusseren 

Produkte 

q^p und q^p 

darstellt, bei denen ein Faktor, z. B. der zweite, derselbe ist Dann ist 

(qi + ^2)P 

gleich der gesuchten Plangrösse. 

Zwei Plangrössen, die nicht derselben Ebene parallel sind, 
fügen wir nach der folgenden Begel zu einer dritten Plangrösse zu- 
sammen. Irgend zwei Ebenen, die den beiden Plangrössen parallel 
sind, müssen sich schneiden, da die beiden Flächenteile als ein- 
ander nicht parallel vorausgesetzt sind. Sei p ein der Schnittlinie 
paralleler Yektor, so können wir, wie oben gezeigt worden ist, 
die beiden Flächenteile auf die Formen 
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qiP ond q^p 
bringen. Wir bilden dann die Snmme q^ -j- ^% ^^d nennen die Plan- 
grösse, die gleich 

(qi + q»)»^ 

ist, die Samme der beiden gegebenen Plangrössen. Die Formel ako 

(qi + q2)«> = qi»> + qi*>, 

die wir oben für die Addition paralleler Plangrössen beweisen 
mussten, weil für diese die Addition schon einen Sinn hatte, be- 
natzen wir hier zur Definition dessen, was wir unter Summe und 
Addieren von Plangrössen verstehen wollen. Die Rechtfertigung des 
Namens ergibt sich wieder wie bei der Addition von Vektoren durch 
die der Zahlenaddition entsprechenden Gesetze, denen die Opera- 
tion gehorcht^). 

Sind f^i und f^2 ^^^^ Plangrössen, so ist 

(9) 3fi + 3f, = 52 + 0fi. 

Denn wir können für ^^ und 1^2 qiP ^^d q^p setzen und haben 

/jo) qip + qjp = (qi + q2)»> 

qa*> + qi»> = (q2 + qi)p 

Da abqr qi + qs == q2 + qn ^^ ^^^d die rechten Seiten einander gleich. 

§ '9. Die Ergänzung einer Plangrösse. 

Sei ^ eine beliebige Plangröäse, so wollen wir ihr einen be- 
stimmten Vektor f zuordnen, der die folgende Beziehung zu ^ 
haben soll. Erstens soll f auf f^ senkrecht stehen« Dann sind für f 
zwei Richtungen möglich, unter denen wir eine Wahl zu treffen 
haben. Zu dem Ende denken wir uns eine gerade Linie, die ^ in 
irgendeinem seiner Punkte senkrecht durchsticht Laufen wir nun 
um den Rand des Flächenteils in dem gegebenen Sinne herum, so 
umkreisen wir die Gerade. Es wird somit ein gewisser Drehungs- 
sinn um die Gerade festgesetzt Der Vektor f soll nun die Rich- 
tung haben, in der sich eine Rechtsschraube, deren Achse in die 
Gerade fällt, bei der festgesetzten Drehunfg verschiebt Um endlich 

') Der Zusammenhang zwischen q^, q^ p und den zugehörigen Flftchen 
wird jetzt dargestellt durch die Figuren 11, 12, 18, wenn man sie als räum- 
liche Figuren ansieht 

Range, VoktonuialjaiB.I. 2 
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auch, die Länge Yon f eindeutig zu bestimmen, so wählen wir eine 
bestimmte Länge als LängMeinheit, in der wir alle Längen messen 
wollen und setzen fest, dass alle Flächen in der Flächeneinheit ge- 
messen werden sollen, die gleich dem Quadrat ist, das die Längen- 
einheit zur Seite hat. Die Länge des Vektors f soll dann so be- 
stimmt sein, dass ihre Masszahl gleich d^Masszahl ist, durch welche 
die Fläche von $ in der gewählten Flächeneinheit gemessen wird. 
Damit ist f eindeutig bestimmt, wenn $ gegeben ist, und auch um^ 
gekehrt ist f^ eindeutig bestimmt, wenn f gegeben ist. |Denn aus f 
folgt eine Ebene, die' auf f senkrecht steht, und ein bestimmter" Um- 
laufeinn in dieser Ebene, der der Drehung einer Bechtsschraube 
entspricht, wenn sie sich in der Richtung von f yorwärtsschiebt, 
und endlich ergibt sich aus der Masszahl, welche die Länge von f 
misst, die Masszahl; welche die Fläche von $ misst und damit die 
Grösse von $. Es ist indessen wohl zu beachten, dass die Beziehung 
zwischen f imd $ nur durch die Festhallung der Längen- und 
Flächeneinheit eindeutig gehalten wird« Wählt man die Längenein- 
heit z. B. doppelt so gross und damit die Flächeneinheit viermal 
so gross, so wird die Masszahl von ^ ^/^ so gross wie vorher. Der 
zugehörige Vektor wird daher halb so lang wie vorher, da die neue 
Längeneinheit doppelt so gross,' die neue Masszahl aber ^j^ so gross 
ist wie im ersten Fall 

Wir nennen den Vektor f „die Erg&zung von ff'' und ebenso 
nennen wir die Flangrösse ^ „die Ergänzung von f und drücken 
diese Beziehung- durch einen senkrechten Strich vor f oder vor 
ff aus: 

(1) f=|afundgf=lf. 

Haben wir zwei Plangrössen ^i und $,, die derselben Ebene 
parallel sind, so sind auch die Ergänzungen f ^ = | ^^ und fs = 1 3f» 
derselben Geraden parallel und es ist offenbar f ^ -}- f, die Ergän- 
zung von $1 -|- 9s- Dasselbe bleibt aber auch richtig, wenn ^^ und 
gf, nicht derselben Ebene parallel sind. Denken wir uns nämlich 
^i und $2 ^^ 2^®^ Ebenen liegend, die sich in einer Geraden 
schneiden, so können wir in dieser Geraden einen beliebigen Vektor 
p annehmen und, wie oben gezeigt, zwei Vektoren q^ und q, senk- 
recht zu p bestimmen, derart, dass $| = pq^ und ff, = )>q,. Die 
Länge von p können wir dabei gleich der festgesetzten Längenein- 
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heit machen, so dass die Masszahlen der Längen Ton q^ und q, 
gleich den Masszahlen der Flächen von ^^ und $, ^^^' Dann gehen l 
fi und f, aus q^ und qj hervor durch Drehung der ganzen Figut 
um die Schnittgerade um 90^. Der Drehungssinn ist dabei der einer 
Bechtsschraube, die sich in der Rich- 
tung von p vorwärtsschiebt In Fig. 15 
ist der Yektor p auf der Ebene der 
Zeichnung senkrecht nach dem Be> 
schauer hin gerichtet zu denkeü; Man 
erkennt somit, dass der Yektor f^^ -f- f2 
bei dieser Drehung aus dem Yektor Fig. 15. 

<li + <\i hervorgeht Folglich ist f^ + fa 

auf der Fläche 5i + 02 = P (fli + <\%) senkrecht, die Masszahl von 
fi + fs ^^ gleich der Masszahl von qi-|~% ^^^ somit gleich der 
von 3fi + 5« ^^^ diö Richtung von f^ -f U is* die für die Ergänzung 
I &i + %) festgesetzte. Mit)iin ist f| + f, die Ergänzung von ^^ -f ^^ 
oder wie wir schreiben können: 

(2) I(&i + 8f2) = l8fi + l&, 

und umgekehrt ist gj + gj = | (f^ + f») oder, wie wir auch schreiben 
können 

(3) l(f. + f,) = lfi + lf.. 

Mit andern Worten anstatt zwei Plangrössen zu addieren, kann man 
auch die beiden Yektoren addieren, die ihre Ergänzungen sind und 
von dem so erhaltenen Yektor die Ei^änzung nehmen. Daraus 
folgt, dass die Gesetze über die Addition von Yektoren auf die Ad- 
dition von Plangrössen übertragen werden können. Sind z. B. 
fiY fs) fs ^^^^ beliebige Yektoren, so ist (§ 2, Gl 3) 

(4) (fl+f2) + f8 = fl + (f2 + f3). 

Da links und rechts derselbe Yektor steht, so folgt, dass auch die 
Ergänzung der linken Seite gleich der Ergänzung der rechten Seite ist: 

(5) I[(fl + f2) + f8] = |[fl + (f2+f8)]. 

Die Ergänzung der Summe zweier Yektoren ist aber, wie eben ge- 
zeigt, gleich der Summe der Ergänzungen der Summanden also: 

(6) f I(fl + f2)+lf8=fl+l(f2 + f«). 

Femer ist nadi Gl. 3 

2* 
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(fi + f.) = lfi + Ift und l(f, + f8) = lf, + If« 
Bezeichnen wir daher die drei Ergänzangen | fi, | f«, | fs init ^i, 
821 i?87 so geht (6) über in 

(7) (3fi + f5f2) + 8f8 = Si + (3f, + 58). 

Diese Kegel (7) entspricht also genau der Kegel (4) der Zusammen- 
fügung der Vektoren, ebenso wie die Kegel 5i + 1J2 = 5f + Si 
(§ 8, Gl. 9) der Kegel fi + fj = fj + fi- Aus diesen beiden KegeLi 
folgt genau so wie in der Algebra die allgemeine Kegel, dass in 
einer Summe von beliebig vielen Summanden das Kesultat von 
der Keihenfolge der Summanden unabhängig ist. 

Entsprechend der oben (§ 3, 61. 2) betrachteten Yektorgleichungen 
von der Form 

erhalten wir Gleichungen zwischen den Plangrossen, die ihre Er- 
gänzungen bilden 

(8) |ai + |o, + -.. + |a. = |bi + |B, + -- + |6." 

und umgekehrt von jeder Gleichung zwischen Plangrössen können 
wir zu der entsprechenden Yektorgleichung übergehen, die zwischen 
ihren Ergänzungen bestehen muss. Es gilt daher auch die Regel, 
die oben für die Vektoren nachgewiesen wurde, dass man in einer 
solchen Gleichung einen Term mit dem entgegengesetzten Zeichen 
auf die andere Seite bringen kann. Femer gilt dasselbe, was oben 
übe^r die Multiplikation von Vektoren mit positiven oder negativen 
Zahlen ausgeftlhrt worden ist, in entsprechender Weise für Plan- 
grossen. 

« 

§ 10. Die numerische Ableitung einer Plangrösse aus 

anderen. 

Zwei Plangrössen, die derselben Ebene parallel sind und den 
gleichen oder entgegengesetzten ümlaufsinn besitzen, können durch 
eine positive bzw. negative Zahl miteinander verglichen werden, die 
das Verhältnis ihrer Flächeninhalte angibt Ist die Plangrösse 9 n-mal 
so gross wie die Plangrösse % und von gleichem Umlaufsinn, so 
werden wir dies durch die Gleichung 

(1) 18 = n« 
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aasdrücken, ist sie von entgegeDgesetztem Umlaofsinn, so schreiben 

wir: Sr=— n«. 

Diese Gleichungen sind äquivalent mit den Yektorgleichungen 
! 99 = n I 9[ bzw. | 99 = — n | ST, (die aus ihnen und aus denen sie 
folgehj Es ist nur daran zu denken, dass die Ergänzung von na gleich 
dem n-fachen der Ergänzung von q sein muss. Ebenso folgt aus der 
Gleichung (§ 5, Gl. 4) 

a (Qi + fl« H h ön) = acj + aa, -| aa«, 

indem man zu den Ergänzungen übergeht 

(2) |a(ai + Q, + --- + an) = |aai + |aa,H |-|aan 

und daraus 

a I (üi + a, H f- ön) = a I öl + a I öj H a | ün 

oder 

(3) a («1 + «, H 1- «n) = a«! + a a, H h a«n . 

Jede Plangrösse $, die derselben Ebene parallel ist wie die Plan- 
grösse %[, kann aus dieser durch Multiplikation mit einer positiven 
oder negativen Zahl abgeleitet werden. 

(4) ?ß = xÄ. 

Sind zwei Plangrössen St^ und ST, nicht einer Ebene parallel und 
leitet man aus ihnen durch zwei beliebige Zahlen x^ und x, eine 
neue Plangrösse $ ab durch die Gleichung 

(5) * = xiai + x,"a,, 

80 gibt es eine Gerade, die allen drei Plangrössen parallel ist. Denn 
die Schnittlinie zweier Ebenen, denen 9^ und X, parallel sind, muss 
auch ^ parallel sein. Man kann die beiden Plangrössen x^fli und 
x^Jt, durch Rechtecke darstellen, die eine Seite gemein haben. 

x^Si == aoi und XgSa = aa^. 
Dann ist 

^ = aai + aoj = a (ai + a,), 

d. h. ^ ist durch ein Rechteck mit den Seiten a und % + ^ dar- 
stellbar. Die drei Rechtecke können als drei Seitenflächen eines 
Prismas angeordnet werden, dessen brechende Kanten dem gemein- 
samen Yektor a parallel sind. Die dtei Ergänzungen von x^Si, 
X2IL2 ^^^ — ^ genügen dann der Gleichung 
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und müssen daher hintereinander abgetragen ein geschlossenes Drei- 
eck bilden. 

Jede Plangrösse Q, die dem gemeinsamen Vektor von H^ und 
% parallel ist, lässt sich durch passende Wahl Ton x^ und x^ in 
der Form ^ 

(6) 'Q = Xiai + x,«, 

darstellen. Denn ihre Eigänzung steht auf dem gemeinsamen Vek- 
tor senkrecht, ist daher einer Ebene parallel, der die beiden Er- 
gänzungen Ton %i und St, parallel sind und muss infolgedessen, 
wie oben gezeigt* wurde, in der Form 

xiia^-f-x,!«, 

darstellbar sein. Folglich ist die Plangrösse selbst 

Wir sagen dann Q ist aus S^ und % numerisch abgeleitet Es gilt 
mithin der Satz: Alle Plangrössen, die aus Sl^ ^^^ % durch irgend- 
welche positiven oder negativen Zahlen 9umerisch abgeleitet wer- 
den (wobei nicht ausgeschlossen wird, dass eine der beiden Zahlen 
Null ist), sind derselben Geraden parallel, und umgekehrt jede Plan- 
grösse, die dieser Geraden parallel ist, kann aus % und K, nume- 
risch abgeleitet werden. 

Sind drei Plangrössen S^, %|, S[, so beschaffen, dass keine 
von ihnen aus den anderen beiden numerisch abgeleitet werden 
kann, so ist jede beliebige Plangrösse ^ in der Form 

(7) ^ = xi«! + x,«3 -h Xs^s 

darstellbar, wo Xi, x,, x, positive oder negative Zahlen sind (die 
Null nicht ausgeschlossen). Um das zu zeigen, braucht man wieder 
nur die Ergänzungen der vier Plangrössen zu betrachten. Die Er- 
gänzungen von Si, H^j % müssen voneinander unabhängig sein in 
dem Sinne, dass keine aus den anderen beiden numerisch abgeleitet 
werden kann. Denn wäre das möglich, so würde dasselbe für die 
Plangrössen gelten, was wider die Voraussetzung ist Sind aber die 
Ergänzungen von 0i, Hj, 9, voneinander unabhängig, so lässt sich, 
wie oben gezeigt ist, jeder Vektor aus ihnen numerisch ableiten, 
also auch die Ergänzung von ßß. D. h. es lassen sich die Zahlen 
Xi, X||, X, so finden, dass 
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Das ist aber gleichwertig mit 

^ = xiai + x,a, + xs«5. 
Zwischen vier beliebigen Plangrössen Xi, ^l,, 83, 84 muss min- 
destens eine Gleichung von der Form 

(8) Xi«! + X,«, + Xs«8 + X4«4 = 

bestehen. Denn besteht zwischen dreien von ihnen^ z. B. zwischen 
^1) ^9 ^8 Allein, keine solche Oleichung, so dass also X4 nicht 
Null sein kann, so lässt sich nach dem vorhergehenden die Plan- 
grösse — ^1^49 wo für X4 eine beliebige positive oder negative Zahl 
gesetzt werden möge, aus S^, 9(„ S^ numerisch ableiten, d. h. es ist 

Xl«! + X««, + Xs«, = - X4«4 

oder Xi«! + Xj«, + x^^ + x^% = 0. 

Yon einem Punkte im Baume denken wir uns nach drei 
beliebigen Punkten A, B, G drei Vektoren a, b, c gezogen, die nicht 
einer Ebene parallel sein sollen. Die drei Plangrössen, die durch 
die äusseren Produkte bc, ca, ab entstehen, wollen wir mit 9, S9, 
<£ bezeichnen. Diese drei sind voneinander unabhängig; denn die 
Schnittlinie von zweien ist der dritten nicht parallel. Es lassen sich 
daher alle Plangrössen in der Form 

Xibc-f-XgCa + Xgab 

oder XiH + XjS + XgC 

darstellen, analog wie sich alle Yektoren in der Form 

Xia + Xjb + XgC 

darstellen lassen, wo x^^ x„ x, irgendwelche positive oder negative 
Zahlen sind, die wir die Masszahlen der betreffenden Grösse nennen. 

§ 11. Das äussere Produkt einer Plangrösse und eines 

Vektors. 

Sei % eine Plangrösse und c ein beliebiger Vektor, so ver- 
stehen wir unter dem äusseren Produkt von 9 mit c den Baum- 
inhalt, der beschrieben wird, wenn man 8 sich um den Vektor c 
verschieben lässt Dabei soll aber unterschieden werden, nach wel- 
cher Seite von Sl der Vektor c gerichtet ist Wir nennen die eine 
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Seite von 9 positiv, die andere negativ nach der Massgabe, dass 
'der Vektor | 9 die Richtung von der negativen zur positiven Seite 
besitzen soll. Dem ent^rechend bezeichnen wir den Rauminhalt, 
der durch die Verschiebung von 9 längs des Vektors c beschrieben 
wird als positiv oder negativ, je nachdem sich 8 dabei nach seiner 
positiven Seite hinbewegt oder nach seiner negativen. Wir be- 
zeichnen dieses äussere Produkt durch 

oder wenn 8 selbst als äusseres Produkt zweier Vektoren o, i dar- 
gestellt ist, durch 

abc 

und nennen dies das äussere Produkt von a mit b mit c. 

Wir wollen uns die drei Vektoren a, b, c von einem Punkt 
aus abgetragen denken, so dass ihre Endpunkte in A, 6, G liegen. 
Dann bilden sie drei aneinander stossende Kanten des Parallel- 
epipedons, dessen Rauminhalt mit dem verabredeten Vorzeichen durch 

abc 
dargestellt ist 

liegt G auf der positiven Seite von ab, so liegt auch A auf 

der positiven Seite von bc und B auf der positiven Seite von ca 

(Fig. 16). und umgekehrt, liegt 

G auf der negativen Seite von 

ab, so liegt auch A auf der 

negativen Seite von bc und B 

auf der negativen Seite von ca. 

Wir erhalten mithin dasselbe 

Parallelepipedon mit demselben 

Vorzeichen, wenn wir statt abc 

die Vektoren in der Reihenfolge 

bca oder cab annehmen, d. h. 

wenn wir die Plangrösse bc 

längs a oder die Plangrösse ca 

längs b verschieben. 

abc = bca = cab. 




Fig. 16. 



(1) 

Dagegen stellen 

(2) 



bac = acb = cba 
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dasselbe Parallelepipedon mit dem entgegengesetzten Zeichen dar. 
Mit anderen Worten, der Wert von 

abc 

ändert sich nicht, wenn o, B, c zyklisch vertauscht v^erden, geht aber 

ins Entgegengesetzte über, wenn zwei von den Vektoren ihre Plätze 

wechseln. 

Ist der Yektor c der Plangrösse 9 parallel, so wird das äussere 

firodukt 

«c 

gleich Null; denn 8 wird dann in seiner eigenen Ebene verschoben 
und beschreibt' somit keinen Rauminhalt Tritt anstelle von c die 
Sunmie von zwei Vektoren c = q + c,, so ist 

(3) «c = ?l(q + c,) = aq + ac,. 

Zum Beweise stelle man sich zuerst den besonderen Fall vor, wo 
Cx und c, entweder gleich gerichtet oder entgegengesetzt gerichtet 
sind, wobei es keine Beschränkung der AUgemeinheit ist, q imd c 
als gleichgerichtet anzunehmen, da wir q und q miteinander ver- 
tauschen können. Wir denken uns nun die Plangrösse S zuerst um 
q verschoben, so dass das Parallelepipedon %q bea(chrieben wird, 
und von der Endlage aus verschieben wir es abermals um q. Da- 
durch fügen wir im ersten Fall, wo q dieselbe Richtung hat wie 
q, das Parallelepipedon 3(q hinzu und beide zusammen stellen 9 c 
dar. Im zweiten Fall, wo q die entgegengesetzte Richtung hat, 
schieben wir dadurch die Plangrösse wieder zurück. Bei ihrer 
ersten Verschiebung beschreibt sie das Parallelepipedon Slq, bei 
ihrer zweiten Verschiebung das Parallelepipedon 91 q, das aber jetzt 
das entgegengesetzte Vorzeichen besitzt und zu 8q algebraisch hin- 
zugefügt, das Parallelepipedon fit ergibt In beiden Fällen haben 

vnr daher 

ac = «q-f «q. 

Seien nun q und q irgendwie gerichtet, so denken wir ims wieder 
eine Anfangslage von 9, eine zweite Lage, die durch die Verschie- 
bung um q aus der ersten entsteht und eine dritte Lage, die aus 
der zweiten durch eine Verschiebung um q entsteht, während der 
Vektor c die Plangrösse aus der ersten in die dritte Lage führt 
Denken wir uns nun die zweite Lage der Plangrösse dadurch ver- 
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ändert, dass wir sie in ihrer eigenen Ebene parallel mit sich Ter- 
schieben. Dadurch ändern wir die Vektoren q und c,, während 
Ct + Cj ungeändert bleibt. Der Rauminhalt und das Vorzeichen der 
Farallelepipede9(qund9lc2 bleiben dabei gleichfalls ungeändert, weil 
die beiden Endflächen bei beiden in denselben Ebenen bleiben. 
Jetzt können wir die zweite Lage so annehmen, dass drei einan- 
der entsprechende Punkte der ersten, zweiten und dritten Lage in 
einer Geraden liegen, d. h. dass q und c, gleich oder entgegen- 
gesetzt gerichtet sind. Dann ist nach dem vorigen 

a(q + c) = «q + aci 

und da sich, bei der Änderung der zweiten Lage Bauminhalt und 
Vorzeichen der Parallelepipede nicht geändert hat, so gilt dieselbe 
Gleichung für beliebige Vektoren c^, c,. Für X setzen wir wieder 
das äussere Produkt ab ein und erhalten somit 

(4) ab (q + Cj) = abq + abq. 

Da wir nun, wie oben gezeigt, jeden der drei Vektoren a, b, c in 

dem Produkte 

abc 

an die dritte Stelle bringen können, so folgt, dass wir auch für a 
oder b in ähnlicher Weise wie für c eine Summe zweier Vektoren 
in das Produkt einführen können. 

Z. B. a = a^ + a2 

abc = bca = bcCai + Oj) = bcai + bca, = aibc + a^bc. 

* Mithin 

(5) (ai -j- aj)bc = ajbc + a«bc 
imd analog 

(6) a (bi -j- b,) c «= abiC + ab,c. 

§ 12. Zusammenhang mit der Determinantentheorie. 

Sind 0, by c drei Vektoren, deren äusseres Produkt abc von 
Null verschieden ist, die also voneinander unabhängig sind, d. h., 
dass keiner von ihnen aus den anderen beiden numerisch abgeleitet 
werden kann, so kann jeder andere Vektor )>, wie wir schon oben 
(§ 6) sahen, aus a, b, c numerisch abgeleitet werden, so dass 

|) = xa-J-yb+zc 
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Die Masseahlen x, 7, z können als Yerhältnisse von äosseren Pn>- 

dukten je dreier Y^toren dargestellt werden. Bildet man nämlich 

das äussere Produkt ))6c und ersetzt p durch seinen Ausdruck, so 

ergibt sich 

j)bc = xabc, 

^eil bbc und cbc yersch winden. Mithin ist 

pU 



atc 

Analog findet man 

apc , af)p 

y = --^-~ und z = — r^ • 
•^ abc abc 

Diese Bemerkungen hängen auf das Engste mit der Auflösung von 
drei linearen Gleichungen mit drei unbekannten zusammen. Sollen 
nämlich drei unbekannte x, 7, z berechnet werden, die den drei 
linearen Oleichungen genügen 

aix + bi7 + ciz = pi 
<1) a,x + b27 + C2Z = P2 

a8 3t + b87 + csz = p8, 

so kann man anstatt der drei Zahlengleichungen auch eine einzige 
Vektorgleichung schreiben. Sind nämlich e^, e,, e, drei beliebige 
Toneinander unabhängige Vektoren, so kann man die erste Gleichung 
mit e^, die zweite mit e,, die dritte mit es multiplizieren und alle 
drei addieren. Die Vektorgleichung, die sich daraus ergibt 

(2) xa + yb + zc = »), 
wo a = Äiei + agCj + ageg 

b = biei + bgea + bses 

(3) c = 0x01 + c^eg 4-0368 

»> = PiCi + P2e2 + P8e8) 
ersetzt die drei Gleichungen voUständig. Donn da e^, e^, e^ nume- 
risch voneinander unabhängig sind, so kann eine Vektorgleichung 
zwischen ej, C}, e^ nur dadurch bestehen, dass sich alle Glieder in 
Ci für sich w^heben und ebenso alle Glieder in e, und eg. 

Das äussere Produkt abc kann man nach den entwickelten 
Kegeln ausmultiplizieren und findet ^ 

(4) abc = dciCjCj. 
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Hie Zahl d heisst „die Deteiminante der drei linearen Oleichungen^ 
Sie ist aus den neun -Grössen 

*1 *5 *8 

bi b, bj 

Cj Cj Cs 

gebildet und besteht aus sechs Produkten entsprechend den sechs 
Oliedem, die beim Ausmultipiizieren von 

(aiCi + a,e, + asCs) (bjCi + bjCj 4. bjC,) (CiCi -f c, c, + CgCj) 

allein übrig bleiben. Jedes dieser Glieder muss nämlich ein Pro- 
dukt aus je einem Term der drei Klammem sein und, wenn es 
nicht verschwinden soll, so müssen die drei Terme, aus deren Pro- 
dukt das Glied besteht, alle drei Vektoren e^, e,, 63 enthalten. Wenn 
also z. 6. aus der ersten Klammer der Term a^e, genommen wird, 
so wird aus der zweiten Klammer nur der Term bgCs oder b^Ci 
hinzutreten können, weil h^t^ mit a^t^ multipliziert Null gibt Wenn 
zu a^es der ersten Klammer aus der zweiten Klammer h^t^ hinzu- 
genommen wird, so muss aus der dritten Klammer qei hinzutreten, 
weil a^bsesCs mit Cje, und mit c^tg multipliziert Null gibt. So ent- 
steht das Glied 

Sj D3 Cj C2 Cg c^. 

Die sechs beim Ausmultiplizieren nicht verschwindenden Glieder 
müssen also aUe sechs die Gestalt haben 

wo i^fi^v eine der sechs Umstellungen der drei Zahlen 1,2,3 sind.Nun ist 

das -f- Zeichen gilt dabei, wenn die umstell imgX fiv aus einer geraden An- 
zahl vonVertauschungen aus der Reihenfolge 12 3 hervorgeht, also für 

12 3, 2 31, 312, 

das — Zeichen dagegen für 

132, 321, 213, 

d. h'. es ist die Determinante d der neun Grössen 

*1 ^ *8 

bi b, bj 

Ci c, Cg 
gleich 
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(5) Hib^Cj + «ibgCi + agbiC, — aibgC, — ajbjCj — a^biC». 

Um die sechs Produkte rasch und sicher mit dem richtigen 
Vorzeichen ausrechnen zu können, kann man sich des folgenden 
Kunstgriffe bedienen. Man fügt zu den drei Kolonnen der 4ieun 
Zahlen rechts die Kolonne mit dem Index 1, links die mit dem 
Index 3 Mnzu« Die drei mit positivem Zeichen zu rechnenden Pro- 
dukte liegen dann in dr6i schrägen, von links oben nach rechts 
unten verlaufenden Linien, die drei mit negativem Zeichen zu rech- 
nenden Produkte dagegen in drei schrägen, von links unten nach 
rechts oben verlaufenden Linien. 

X'xX/' 

Dji Dl D« D» D, 

/ X X \ 

C3 Ci Cj C3 Cj 

Wenn die Determinante d von Null verschieden ist, so sind 
a, b, c voneinander unabhängig. Dann sind die unbekannten x, 7, z, 
vrie wir oben sahen, eindeutig bestimmt und durch die Quotienten 
der äusseren Produkte dargestellt 

/ßx P^^ öpc aip 

Die drei im Zähler stehenden äusseren Produkte werden gerade 
wie abc ausgerechnet, es tritt nur an Stelle einer der Horizontal- 
reihen die Reihe p^, p^, pg der Masszahlen des Vektors p. Da sich 
€^6263 aus Zähler und Nenner weghebt, so werden x, 7, z gleich 
den Quotienten der entsprechenden Determinanten. Wenn dagegen 
die Determinante d verschwindet, so sind a, b, c voneinander ab- 
hängig, d. h. sie sind einer Ebene parallel. Wäre nun der Yektor 
p dieser Ebene nicht parallel, so wäre es unmöglich, die Yektor- 

gleichung 

ax + by-f cz = p 

zu befriedigen, denn die linke Seite kann nur einen Yektor dar- 
stellen, der auch der Ebeqe parallel ist. Die drei linearen Olei- 
chungen hätten dann keine Lösung. Um zu erkennen, ob dieser 
Fall vorliegt, bildet man eine der Plangrössen, z. B. 6c. Wenn 6 
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und c nicht selbst vondnander numerisch abhängen, so ist bc nicht 
NnU. Ist nun phc von Null verschieden, so folgt, dass p der Plan- 
grosse bc nicht parallel ist und dass mithin die Yektoigleichung 
keine Lösung hat Die Plangrösse Bc^nimmt, wenn man für b und 
c ihre Ausdrücke in e^, e,, Cs einsetzt und ausmultipliziert, die 
Form an 

bc = (b, c, — bjc,) e^Cs + (b,Ci — biC,) CjCi + (b^c, — b^Ci) CjC^, 

so dass 

(7) ai = bjCs — bjc,, a, = bsCi — bjC,, o, = biC, — b,Ci 

die drei Masszahlen der Plangrösse sind, die sie aus den Plangrössen 
e^Cs, egCi, 6x62 numerisch ableiten. Das äussere Produkt abc ISsst 
sich dann auch schreiben 

(8) abc = (ai«! + a,a, + a^ßs) c^ e^Cj, 

so dass 

d = aiOi + ajCij+aja, 
und 

pbc = (pitti + PjO, + P8a8)^e,e8. 

Zeigt sich dagegen durch das Verschwinden von pbc, dass auch 
p der Plangrosse bc parallel ist, so ist die Yektoigleichung 

xa + yb + zc = p 

sogar für einen beliebigen Wert von x lösbar; denn der Yektor f) — xa 
ist ebenfaUs der Plangrösse bc parallel und lässt sich daher aus b und 
c, die voneinander unabhängig angenommen sind, numerisch ableiten. 
Um y für einen beliebigen Wert von x numerisch zu ermitteln, 
wählen wir einen beliebigen Vektor b^ der aus o, b, c nicht nume- 
risch abgeleitet werden kann und bilden das äussere Produkt beider 
Seiten der Gleichung mit cb 

(9) xacb + ybcb == pcb, 
somit ergibt sich 

und analog 

pbb abb 

z = -^~- — x-TT-- 
ebb ebb ^ 

Wäre die Plangrösse bc = 0, aber ab von Null verschieden,, 
so ergeben sich durch eine analoge Rechnung 
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— y^^ _ ^^^ 

pab cab 

V = z • 

^ bab bab 

Sind die J^langrössen bc und ab beide Null, so sind alle drei 
Vektoren einer Geraden parallel. Dann ist die Yektoigleichung 

ax + by + cz = p 

nicht zu befriedigen, ausser wenn auch p der Geraden parallel ist 
Wir erkennen das daran, dass wir p mit irgendeinem der drei Yek- 
toiren, z. B., a multiplizieren. Ist die Plangrösse ap von Null ver- 
schieden, so ist die Yektorgleichung unmöglich. Ist dagegen ap = 0, 
so ist sie sogar zu erfüllen ^ selbst wenn man zwei von den drei 
Unbekannten^ z.B. j und z, beliebig annimmt 

Denn alle vier Yektoren sind dann aus einem numerisch ab- 
leitbar, z. B. aus 0. Dann ist auch p — yb — zc, wenn man beliebige 
Werte für y und z einsetzt, aus a ableitbar und die Masszahl ist 
X. Um X zu finden, kann man irgendeine der« drei gegebenen line- 
aren Gleichungen benutzen, bei der der Koeffizient von x nicht 
verschwindet, .oder wenn man ron der Yektorgleichung 

ax -|- by + cz = J) 

^wieder ausgehen will, so kann man sich so ausdrücken, dass die 

Yektoigleichung mit einer der drei Flangrössen e^e,, egCi, tit^ '^ 

multiplizieren sei. Durch Multiplikation mit t^t^ z. B. erhält man 

^Ä^Ca + y 6^208 + zcCaC8 = pt^tt- 
Das ist aber nichts anderes als 

(xai-{-ybi + zci)eie2C8 = PitiCjeg, 
was auf die erste der linearen Gleichungen hinausläuft. 

§ 13. Das skalare Produkt zweier Yektoren. 
Unter dem skalaren Produkt zweier Yektoren o, b versteht man 
das äussere Produkt des einen Yektors mit der Ergänzung des andern 

a|b oder b|a, 
d. h. also den positiv oder negittiv zu rechnenden Bauminhalt des 
Farallelepipedons, das durch Parallelverschiebung der Plangrösse 
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I i um den Yektor a oder^ was auf dasselbe hinauskommt, der Plan- 
grösse \a um den Vektor b entsteht Denken wir uns a in zwei 
Komponenten zerlegt a = a^ + o^ , von denen a^ senkrecht zu 1 1. 
0} parallel zu \i sein soU, so haben wir nach dem Obigen 

Aber, da a^ parallel [6 ist, so ist 

a,|B = 
und mithin 

(1) a I b = aj I b. 

Wir denken uns a und b in der Ebene der Zeichnung (Fig. 17) 
liegend, so dass | b auf der Zeichenebene senkrecht steht Die Höhe 

des Parallelepipedons ist durch a^ dargestellt 
und das Vorzeichen ist positiv oder negativ, 
je nachdem a^ dieselbe oder die entgegenge- 
setzte Richtung hat wie b, d. h. je nachdem der 
Winkel ^ zwischen den Vektoren a und b spitz 
Fig. 17. .oder stumpf ist Sind Iq und U cl^^ Masszahlen 

für die Längen der beiden Vektoren oder, was 
dasselbe ist, für die Flächeninhalte ihrer Ergänzungen, so ist die Mass- 
zahl desParallelepipedons demnachmit dem richtigen Vorzeichen durch 

laU cos 9' 
ausgedrückt, womit zugleich gezeigt ist, dass es auf dasselbe hinaus- 
kommt, ob die £sganzung von b um a oder die Ei^änzug von a 
um b verschoben wird. 

(2) a I b = b I a = laU cos &. 

um in der Bezeichnung des skalaren Produkts besser zum 
Ausdruck zu bringpn, dass es direkt mit den beiden Vektoren in 
Zusammenhang gebracht wird, ohne dass wir den Umweg über die 
Ergänzung eines der beiden Vektoren zu nehmen brauchen, wollen 
wir es durch die Bezeichnung 

a.h 
ausdrücken. Von dem äusseren Produkt ist also das skalare Pro- 
dukt in der Bezeichnung durch den zwischen den beiden Vektoren 
eingeschalteten Punkt unterschieden. Wir haben dann also nach dem 
Vorhei^ähenden das Oesetz, dass 

(3) a . b = b . a. 
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Tritt an Stelle des Vektors a eine Summe von zwei Yektoren 

a = c-f b, 
80 ist nach dem Früheren 

atb = (c + b)|b = c|b + b|b, 

oder in unserer neuen Bezeichnung 

(4) (c + b).b = c.b + b.b, 

d. h. es gilt für das skalare Produkt nicht nur das kommutative 

Gesetz a . b = b • o, sondern auch das distributire Gesetz, nach dem 

die Klammem aufgelöst werden können. Setzt man für b wieder 

die Summe zweier Vektoren 

b + e 
ein, so ergibt sich 

(P) (c + b + c).b=5:c.b + (b + e).b=c.b + b.b + c.b, 

und analog für beliebig viele Summanden. 

Das skalare Produkt zweier Yektoren, die aufeinander senk- 
recht stehen, ist Null, weil dann der eine Yektor der Ergänzung 
des anderen parallel ist und die Yerschiebung der Plangrösse keinen 
Bauminhalt erzeugt. 

Das skalare Produkt eines Yektors mit sich selbst ist gleich 
dem Quadrat der Masszahl, die seine Länge misst 

§ 14. Das vektorielle Produkt zweier Yektoreii. 

1^ unter dem vektoriellen Produkt, eines Yektors a mit einem 
zweiten Yektor b veisteht man denjenigen Yektor c, der gleich 
der Ergänzung des äusseren Produktes ab ist 

c = I ab. 

Er ist also nach der positiven Seite der Plangrösse ab gerichtet, 
steht auf ihr senkrecht und die Masszahl seiner Länge isT gleich 
der Masszahl des Flächeninhalts von ab, d. h. gleich dem Produkt 
der Masszahlen der Längen von a und b in den Sinus des von ihnen 
eingeschlossenen Winkels. 

Um wieder, wie beim skalaren Produkt, besser zum Ausdruck 
zu bringen, dass der Yektor c direkt aus den beiden Yektoren a 
and b entsteht, ohne dasä wir den Umweg über die Ergänzung des 
äusseren Produktes zu nehmen brauchen, wählen wir ftlr das vek- 
torielle Produkt die Bezeichnung 

Bange, Vektoianalyals. I. 3 
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c = oxb. 
Das zwischen a und b 'stehende schräge Er6uz ^tunterscheidet 
also das vektorielle von dem äusseren und von dem skalaren Pro- 
dukt Bei der Vertauschung von a und B geht der Umlaufsinn des 
äusseren Produktes und damit die Ergänzung ins Entgegengesetzte 
über. Somit erhalten wir die Regel 

(1) oxb = — bxa. 
Femer gilt das distributive Oesetz 

(2) ax(b + c) = oxb + axc. 

Denn nach dem JBVüheren ist 

(b + c) = ab + ÄC , 
und I (ab + ac) = |ab+ |ac. 

Ebenso erhalten wir durch Yertauschung der Faktoren 

(3) (b + c)xa = bXa + cxa. 

Das äussere Produkt zweier Vektoren bc kann auch als die 
Ergänzung des vektoriellen Produktes bxc au^efasst werden 

bc = I (bxc). 

Mithin ist das äussere Produkt der drei Vektoren abc 

(4) abc = a|(bxc) = a.(bxc) 

gleich dem skalaren Produkt von a mit dem vektoriellen Produkt 
von b und c 

Das vektorielle Produkt eines Vektors mit einem ihm gleich 
oder entgegengesetzt gerichteten ist Null, da das äussere Produkt 
der beiden Null ist 

§. 15. Das äussere Produkt zweier Plangrössen. 

Es seien 9 und 93 zwei Plangrössen, die wir uns in zwei be- 
stimmten sich schneidenden Ebenen liegend vorsteUen wollen. Seien 
femer a und b die Ergänzungen von 9 und JB, so muss die Schnitt- 
linie der beiden Ebenen auf beiden Ergänzungen senkrecht stehen. 

Mithin ist der Vektor 

axi 

der Schnittlinie parallel und die Masszahl seiner Länge ist gleich 

dem Produkt der Masszahlen der Flächen % und S3 in den Sinus' 

des Winkels, den ihre Ebenen miteinander bilden. 
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Wir nennen diesen Vektor das äussere Produkt der Flangrösse 
9[ mit der Plangrösse 83. Die Bezeichnung rechtfertigt sich durch 
die Analogie zu dem äusseren Produkt zweier Vektoren. So wie 
zwei Vektoren in ihrem äusseren Produkt eine Plangrösse bestim- 
men, die beiden parallel ist und deren Grösse gleich dem Pro- 
dukt der beiden Längen in den Sinus des Winkels ist, den sie mitr 
einander bilden, so bestimmen zwei Plangrössen einen Vektor, der 
beiden parallel ist und dessen Grösse gleich dem Produkt der beiden 
Inhalte in den Sinus des Winkels ist, den die Plangrössen mitein- 
ander bilden. Dieses äussere Produkt von 8 mit SB bezeichnen wir 
analog wie das zweier Vektoren mit 



um auch mit der Richtung des Vektors 

eine sichere und leicht fassliche Vorstellung zu verbinden, denken 
wir uns die Plangrösse 91 um die Schnittlinie der beiden Ebenen 
Yon X und 93 gedreht, bis seine Ergänzung mit der von SB die 
gleiche Richtung hat f Die Drehung soll nach der Seite geschehen, 
bei der der Drehungswinkel kleiner als zwei Rechte ist Dann 
stimmt die Richtung des Vektors 8(93 mit der Fortschreitung einer 
Rechtsschraube überein, deren Achse in der Schnittlinie liegt und 
die sich in demselben Sinne wie St um die Schnittlinie dreht 

Die Richtigkeit dieser Vorstellung folgt unmittelbar aus der 
Definition «» = axb. 

Denn bei der Drehung von H geht die Richtung von a auf dem 
^kürzesten Wege in die von b über. Die Richtung von axh geht 
dann nach der positiven Seite der Plangrösse ab. 

Sind die Ebenen von % und SB parallel, so verschwindet mit dem 
Sinus des Winkels auch ihr äusseres Produkt Vertauscht man 9 
und '93, so geht das äussere Produkt ins Gegengesetzte über 

(1) '^ »« = bxa = — axb'= —«95. 

Auch das distributive Gesetz ist erfüllt Denn wird z. B. für 93 die 
Summe zweier Plangrössen eingesetzt 

g5 = 93, + 95„ 

.so ist nach dem früheren die Ergänzung der Summe gleich der 
3* 
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Summe der Ergänzungen. Bezeichnen, also bi und b, die Ei^n- 
Zungen von ^i und 99„ so ist 

b = bi + b. 
und mithin 

(2) «» = aX (bi + b,) = axbi + axb, = aS5i + «JB,. 

Wir wollen uns die beiden Plangrössen 9 und S3 durch Bechtecke 
dargestellt denken, die eine in der Schnittlinie ihrer beiden Ebenen 
liegende Seite gemein haben. ^ 

« =r )>r' a = qr. 

Dann hat der Vektor fif8 die gleiche oder die entgegengesetzte Richtung 
wie r, je nachdem r die gleiche oder die entgegengesetzte Rich- 
tung hat wie die Ergänzung von pq. Denn die oben betrachtete 
Drehung, durch dlQ 8 in die Ebene von 9 und die Ergänzung 
von X auf dem kürzesten Wege in der Richtung der Ergänzung von 
8 übergeführt wird, führt auch p in die Richtung von q über. Mit 
anderen Worten, r hat dieselbe Richtung wie 99, wenn pqx po- 
sitiv ist und die entgegengesetzte, wenn es negativ ist 

Die Länge von 91 SB ist gleich dem Produkt der Elächen in 
den Sinus des Winkels, also gleich dem Produkt der Fläche ))q in 
das Quadrat der Länge von r oder gleich dem absoluten Betrag 
von pqx in die Länge von r. Mithin ist 

(3) (pr)(qr) = a» = {pqr)r. 

Denn die rechte Seite stellt einen Vektor dar, der je nach dem 
Vorzeichen von p q r dieselbe oder die entgegengesetzte Richtung hat 
wie r und seine Länge hat den richtigen Betrag der Länge von 99. 
Werden f[ und 9 nicht als Rechtecke sondern als Parallelo- 
gramme mit einer gemeinsamen Seite r dargestellt, so dass also p und 
q nicht auf r senkrecht stehen, so lassen sich p und q in der Form 

schreiben, wo p und q auf r senkrecht stehen und X und fi ge- 
eignete positive oder negative Zahlen sind. Dann ist 

H = px = (p_+ ir)r = px 

SB = qr = (q +fix)x = qr 
und mithin 

(px)(qx) = «SB = t^r)(qr) = (pqx)x. 
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Nun ist aber 

pqx = {p — Xx)(q — fiX)x = pqx. 

Also auch in diesem Falle wie oben 

(4) (pr)(qr) = {pqx)x 

oder, wenn man bedenkt, dass die Ergänzungen von % und S auch 
in der Form pxx und qXx geschrieben werden können. 

(5) (pXr)X(qXr) = (»)qr)r, 

wobei )), q, r drei beliebige Vektoren sein können. 

qxt stellt bei passender Wahl von q einen beliebigen auf 
T senkrechten Vektor dar. Bezeichnen wir. ihn mit d und bedenken, 
dass pqx auch in der Form )).(q x r) geschrieben werden kann, so folgt 

(6) (pxr)x« = (p.g)r. 

Ist i8 nicht senkrecht auf r sondern ein beliebiger Vektor, so können 
wir ihn aus zwei Teilen zusammensetzen, von denen der erste zu 
r, der zweite zu p senkrecht ist. Zu dem Ende brauchen wir uns 
nur Ebenen zu denken, die auf p und r senkrecht stehen. Wird ß 
von einem Punkte der Schnittlinie beider Ebenen aus abgetragen, 
so ziehe man durch den Endpunkt von d eine beliebige Parallele 
zu der einen Ebene, so dass sie die andere Ebene schneidet. Die 
eine Komponente läuft dann vom Anfangspunkt von iS in dieser 
letzten Ebene bis zum Schnittpunkt mit der Parallelen, die andere 
wird durch die Parallele selbst gebildet Setzen wir nun 

wobei 9i senkrecht zu r, iSg senkrecht zu p sein soll, so wird 

(pXr)X« = (»)Xt)X(Äi + «2) = (»>Xr)X«i + (»)Xt)XÄ,. 
Nun ist nach obigem 

(pXr)X«i = (t).5i)r 

(pXr)X«, = — (rXp)X«, = — (r«,)p 
aber 

j).Äi = p.(g_igj) = p.i^ — p.i^^ = p,ß 

r.Äa = t.(Ä — iJi) = r.« — r.«i = r.« 
Mithin 

(7) {pxx)X^ = (p.&)x — (x.i^)p. 

Diese Geichung bleibt auch dann noch richtig, wenn entgegen 
unserer Voraussetzung p und r einander parallel sind. Denn dann 
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ist nicht nur die linke Seite Noll, weil p'Xx Null ist, sondern 
auch die rechte, weil p und r auseinander numerisch ableitbar 
)) = ar und damit die beiden Glieder der rechten Seite sich, gegen- 
seitig aufheben. 

§ 16. Beispiele, Anwendungen und Übungsaufgaben. 

Die Lage eines beliebigen Punktes B werde durch den Yektor 
r bestimmt, der Ton einem festen Punkt zu B hinfuhrt Eine be- 
liebige Bewegung des Punktes B wird dadurch daigestellty dass wir 
den Yektor r als Funktion der Zeit t auffassen. Eine gleichför- 
mige geradlinige Bewegung z. B. ist durch eine Oleichung von 

der Form 

r = ro + öt 

dai^estellt, wo r« die Lage des Vektors zur Zeit t = und D den 

(}eschwindigkeitSTektor darstellt 

Es stelle 

r' = t; + ü't 

eine andere gleichförmige geradlinige Bewegung dar. Wir fragen 
nach der kürzesten Entfernung der beiden Geraden. 
Zu dem Ende bilden wir einen Yektor 

n = t)X\>\ 

der auf beiden Geraden senkrecht steht und reduzieren ihn auf die 
Länge Eins, indem wir ihn durch die Quadratwurzel des skalaren 
Produktes mit sich selbst dividieren 

n 

Jetzt wählen wir einen Yektor, der von irgendeinem Punkt 

der einen Geraden zu irgendeinem Punkt der anderen Geraden 

führt, z. B. 

a = r' — r 

für einen beliebigen W^rt von t. 

Dann ist 

e.a 

die kürzeste Entfernung. In Fig. 18 denke man sich beide Gerade 
parallel der Zeichenebene, die stärker ausgezogene über der an- 
deren liegend. Der Yektor e von der Länge Eins ist dann senk- 
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recht zur Ebene der Zeichaung entweder nach oben oder nach 
unten gerichtet, je nachdem die Bichtnngen der Geschwindigkeits- 
vektoren zueinander liegen. Sind sie z. B. in Richtung der beiden Pfeile, 
so ist e nach oben gerichtet und e.a ist in diesem 
Falle positiv gleich dem kürzesten Abstand. 
Hat man ein bestimmtes Koordinatensystem 
zugrunde gelegt, auf das die beiden Bewegungen 
bezogen werden sollen, so hat man die Vektoren 
aus den drei Einheitsvektoren des Koordinaten- ^ 
Systems numerisch abzuleiten und die vorkom- 
menden Skalaren und vektoriellen Produkte nach 
den oben erörterten Begeln auszuführen, um einen Überblick über den 
Gang der Rechnung zugeben, möge füiwien Fall eines rechtsgewundenen 
Koordinatensystems von drei aufeinander rechtwinkligen Einheitsvek- 
toren von der Länge Eins i, i, f ein numerisches Beispiel ausführ- 
lich angegeben werden 




Fig. 18. 
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Beim Rechnen empfiehlt es sich, wie hier geschehen, die Ein- 
heitsvektoren i, i, t, aus denen die übrigen numerisch abgeleitet 
werden, nicht bei jedem Vektor hinzuschreiben, sondern Kolonnen 
einzurichten, die ihnen entsprechen und in die man die betref- 
fenden Masszahlen einsetzt. Beim vektoriellen Produkt ist nur zu 
beachten, dass es nach dem distributiven Gesetz ausgeführt wird 
und dass hier j[xl = i, IXi = i, tXi = t ist. 

. Sei a ein gegebener Vektor von der Länge Eins und a eine ge- 
gebene positive oder negative Zahl, so drückt die Gleichung 
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a.r = a 

die Bedingung aus, dass die senkrechte Projektion von t auf a die 

Länge a haben und je nachdem a positiv oder negativ ist, die 

gleiche oder die entgegengteetzte Bichtung. wie a haben soll. 

Denken wir uns also den Yektor r von einem festen Anfang s- 

punkt nach einem Punkt B laufend, der veränderlich sein kann, 

so ist 

a.r = a 

die Bedingung dafür, dass der Punkt R in einer bestimmten Ebene 

senkrecht zu a liegt, deren Entfernung von a Längeneinheiten 

beträgt und von aus entweder nach der Seite liegt, nach der a 

hinzeigt oder nach der entgegengesetzten, je nachdem a positiv 

oder negativ ist * 

Ist B' ein beliebiger Punkt, der nicht auf der Ebene liegt und 

t' der Vektor, der von nach B' führt, so führt r'— r von R 

nach B' und 

a.(r'— r) 

ist der kürzeste Abstand des Punktes B' von der Ebene. Durch 

Anwendung des distributiven Gesetzes können wir dafür auch 

schreiben 

a . r' — a. 

Der Ausdruck ist positiv auf der Seite der Ebene, nach der der 

Yektor a gerichtet ist 

Sei ausser der Ebene 

a.r s= a 
eine Gerade 

r =i ro + t)t 

gegeben, längs der eine gleichmässige Bewegung mit der Geschwin* 
di^eit t> vor sich geht ^^ ,/ 

In welchem Augenblick trifft der Punkt die Ebene? 

Um den Wert von t zu finden, haben wir nur den Ait&dnK^ 

für r skalar mit a zu multiplizieren und das Produkt gleich a zu 

setzen ' 

a.(ro + t)t) = a 
oder 

a.Vo-|-(Ä.ö)t = a, 
somit 



Beispiele, Anwendongen nnd Übangsan^aben 41 

. a — g . tp 

~ a.ü 

Der Ort des Durchschnittspunktes der Geraden mit der Ebene er- 
gibt sich damit gleich' 

wo für t der ermittelte Wert einzusetzen ist. 

Es seien drei Vektoren a, 6, c gegeben, die numerisch vonein- 
ander unabhängig sind. Aus o, b, c lässt sich dann jeder Vektor p 

numerisch ableiten 

p = xa-fyB + zc, 

und die Masszahlen x, 7, z lassen sich, wie wir oben sahen, durch 
äussere Multiplikation mit den Plangrössen bc, ca, ab berechnen 

})bc = xabc, pca = yabc, ))ab == zabc. 

Wir wollen statt der Plangrössen ihre Ergänzungen dividiert durch 
abc einführen und für diese drei Vektoren die Bezeichnungen 
0*, b* c* einführen 



/i\ « I bc , ,^ I ta ^ I ab 

oder, was dasselbe ist, 

abc ' abc ' abc 

Statt der äusseren Produkte von p mit — e— > ~-e~7 — ir~ können 

aoc aoc aoc 

wir dann die skalaren Produkte mit a*, b"**; c"^ schreiben, so dass 

wir erhalten 

<) . a* = X, p . b* = y, p . c* = z 

oder, wenn wir einsetzen, 

(2) »> = (|).a*)a + (»).b*)b + (»).c*)c 

Jeder Vektor p lässt sich auf diese Weise durch die Vektoren 

a, b, c und a"**, b% c* ausdrücken. Für p = a erhalten wir 

a = (a. a*)a + (a. b*)b + (a. c*)c. 

Folglich ist a.a* = 1, a.b* = 0, a.c* = und ebenso ist 

b . b*^ = 1, c . c* = 1, während alle übrigen skalaren Produkte der 
a, b, c mit den a*, b*, c* verschwinden. Es zeigt sich nun, dass 

jdie Beziehungen zwischen a, b, c und a*^, b% c"*" reziprok sind. Wenn 
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man nämlich die vektoriellen Produkte b*Xc*, c*xa*, a*Xf>* 
bildet, z. B. 

albc ' 

so erhalten wir nach der oben entwickelten Formel (§ 15, Ol. 7) 

(»)Xr)Xfi = ip.g)x — (t.ß)p 
(cxa)Xc* = (c.c*)a— (o.c*)c =a, 



also 



b*xc* = 



abc 



und 



a*.a 



an*c* = a^.(b*xc*) = ^ = ^, 



folglich 

b* xc* 

(3) 4s& =« 



und analog 



a*b*e 



c*xa^ ^ tt*Xb* _ 



o*b*c* ' a*b*c* 

Dieselben Operationen also, die aus a, b, c die Yektoren a% b% c* 
ableiten, leiten aus a*, b*, c* die Yektoren a, b, c ab. Wir sagen 
daher, das eine System Ton Yektoren ist dem anderen reziprok. 
Wenn statt des Systems a, b, c das System a, b, c, gesetzt wird^ 
wo a = na, b = b, c = c, so wird das reziproke System a*, b*, 
c* übergehen in 

"* ._ fexc _ bxc _ J_ ^ 
"" ^ nabc n 

cxa ncxa ^^ 



abc nabc 



= V 



-^ axb naxb • 
abc nabc 

D. h., wenn a allein proportional geändert wird, so ändert sich im 
reziproken System a* allein, und zwar im reziproken Yerhältnis. 
Die Wahl der Längeneinheit hat einen Einfluss auf die Beziehung 
zweier reziproken Systeme. Halt man nämlich das eine System, z.B. 
0, b, c, fest und wählt die Längeneinheit n mal so gross, so bleiben 
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die vektoriellen Produkte Bxc, cxa, axb, wie schon oben be- 
merkt worden ist, nicht unverändert, sondern nehmen l|n ihrer 
vorigen Länge an. Die Hasszahl von ahc ist aber dann 1/n^ so 
gross wie vorher. Mithin werden a*, B*, c* dieselbe Richtung 
haben, wie vorher aber n'mal so lang sein. Durch passende Wahl 
der Längeneinheit kann man immer erreichen, dass abc gleich +1 
wird und durch passende Wahl der Reihenfolge, in der man die 
Vektoren mit a, 6, c bezeichnet, dass abc = 1 wird. Dann ist auch 
a*b*c* = 1. 

Wenn man alle Vektoren 

p = xa + yb + zc, 

die man für ganzzahlige Werte von x, 7, z aus a, b, c numerisch ab* 
leitet, von einem festen Punkte aus abträgt, so bilden ihre End- 
punkte P ein sogenanntes Raumgitter. Der Yektor, der von irgend- 
einem Punkte P des Gitters zu einem anderen Gitterpunkt F führt, 
ist durch die Differenz p' — p der beiden von nach P' und P 
führenden Vektoren dargestellt und kann daher auch durch ganze 
Zahlen aus a, b, c abgeleitet werden. Von aus abgetragen, muss 
p' — p daher auch zu einem GitterpjLinkt führen. Mit anderen Worten, 
die Vektoren, die von irgendeinem Gitterpunkt P zu den übrigen 
Gitterpunkten führen, sind dieselben, die von jedem anderen Gitter- 
punkt ausgehen. Wir nennen sie die Vektoren des Raumgitters. 
Ist p ein Gittervektor, so ist auch jedes positive oder nega- 
tive ganze Vielfache 

ein Gittervektor. Alle Punkte, zu denen man durch Abtragen dieser 
Vektoren von einem Gitterpunkte aus gelangt, liegen auf einer Ge- 
raden und teilen sie in gleiche Intervalle. Wenn innerhalb dieser 
Intervalle noch andere Gitterpunkte liegen, so gibt es einen Gitter- 
vektor q, der dieselbe Richtung hat wie p, aber nicht grösser als 
))I2 ist Mit diesem erhalten wir eine andere Einteilung der Geraden - x 
in gleiche Intervalle. Würden wieder in diesen Intervallen Gitter- 
punkte liegen, so würden diese abermals Gittervektoren bestimmen, 
die nicht grösser als q|2 sind. Dieser Prozess muss ein Ende haben. 
Denn hätte er es nicht, so würde man zu Gittervektoren d von 
beliebig kleiner Länge kommen. Dann aber müssten deren Mass- 
zahlen S.a*, d.b*, a.t* in bezug auf a, b, c auch beliebig klein 
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sein, ohne alle drei zu verschwinden. Das ist nicht möglich, weil 
die Masszahlen ganze Zahlen sind. Also gelangt man auf jeder Ge- 
raden, die Oitterpunkte verbindet zu einer Einteilung in gleiche 
Intervalle, die alle auf der Geraden liegende Oitterpunkte als Teil- 
punkte enthält Der Oittervektor u, der einem solchen Intervall ent- 
spricht, liefert durch seine positiven und negativen ganzen Vielfachen 
alle Oittervektoren , die dieser Geraden parallel sind. Seine Mass- 
zahlen u.a*, tt-b"*", u.c* dürfen keinen gemeinsamen Teiler haben, 
sonst wäre er selbst ein ganzes Vielfache eines kleineren Qitter- 
vektors. Umgekehrt, wenn seine Masszahlen keinen gemeinsamen 
Teiler haben, so sind ^qJzu u parallelen Gittervektoren ganze Yiei- 
fache von u. Denn wären sie es nicht, so müsste u gleich einem 
ganzen Vielfachen eines kleineren Gittervektors sein, was einen 
gemeinsamen Teiler bedingt 

Durch jeden Gitterpunkt denken wir uns nun eine Gerade 
parallel u gelegt Auf jeder dieser Geraden bilden die aufeinander 
folgenden Gitterpunkte die Intervalle u. Nun legen wir durch irgend- 
einen Gitterpunkt einer solchen Geraden und irgendeinen Gitter- 
punkt ausserhalb derselben eine Ebene. Die Gitterpunkte dieser 
Ebene lassen sich auf einer Scfiar von Geraden parallel u anord- 
nen. Denn dwtch jeden Gilterpunkt läuft eine Gerade parallel it 
Sei p ein Gittervektor ^er Ebene, der von einer dieser Geraden zu 
einer anderen läuft Der numerische Wert der Flangrösse up ist 
dann gleich dem Produkt der Länge von u in den Abstand der 
beiden Geraden. Indem man die Vielfachen von p bildet, erhält man 
eine Schar von äquidistanten Gittergeraden der Ebene. Liegen nun 
zwischen ihnen noch andere Gittergeraden, so hat eine von ihnen 
von einer Geraden der Schar einen Abstand, der höchstens halb 
so gross ist, wie der Abstand zweier benachbarten Geraden der 
Schar. Man kann also einen Gittervektor q der Ebene finden, so 
dass uq höchstens halb so gross ist wie np. Die ganzen Vielfachen 
von q liefern dann eine neue Schar von äquidistanten Geraden par~ 
allel tt. Liegen noch andere zwischen ihnen, so kann wieder ein 
Gittervektor S der Ebene gefunden werden, für den ud höchstens 
halb so gross ist wie nq. Dieser Prozess muss ein Ende haben. 
Denn sonst würde man zu beliebig kleinen Plangrössen ud ge- 
langen, die das äiissere Produkt zweier Gittervektoren sind. Das ist 
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aber nicht möglich. Denn die Masszahlen der Plangrösse ud be- 
zogen auf bc, CO, ai sind gleich 

Migg ttgb ttiSc 
abc' o/bc' abc 

und sind demnach ganze Zahlen, da die von u und iS es sind. £ine 
von ihnen muss also mindestens gleich 1 sein, kann also nicht 
einem beliebig kleinen uiS angehören. Mithin muss es einen Gitter- 
Tektor t> geben derart, dass UD die kleinste Plangrösse ist, die 
durch das äussere JPrbdukt von u mit einem Oittervektor dieser 
Ebene erhalten werden kann. Die dem ganzen Vielfachen dieses 
Vektors D entsprechenden Geraden bilden gleiche Intervalle und 
enthalten alle Oitterpunkte der Ebene. Alle Oittervektoren der Ebene 
sind dann aus u und t) durch ganze Zahlen numerisch ableitbar 

nu-f"™^- 
Die Oitterpunkte bilden ein Netz von Parallelogrammen, die u und 
t) zu Seiten haben. 

Durch jeden Gitterpunkt denken wir uns eine Ebene parallel 
ttto gelegt und beweisen wieder, dass sie äquidistant sein müssen. Be- 
trachten wir nämlich eine solche Ebene und einen beliebigen Gitter- 
vektor py der von einem ihrer Gitterpunkte zu einem ausserhalb 
gel^enen führt. Der Abstand zwischen der Ebene und einer durch 
den Endpunkt von p parallel zu ihr geiegteQ Ebene ist gleich dem 
numerischen Wert von 

dividiert durch den numerischen Wert von UD. Die ganzen Viel- 
fachen von p führen zu einer Schar solcher parallelen Ebenen mit 
dem gleichen Abstand. Liegen nun zwischen diesen Ebenen noch 
andere Gitterebenen, so hat eine von ihnen von einer der Ebenen 
der Schar höchstens den halben Abstand. Ein Gittervektor q, der 
von ihr zu dieser führt, liefert dann einen Wert 

ut)q, 

der absolut genommen höchstens halb so gross ist wie ut))). Die 
ganzen Vielfachen von q führen zu einer neuen Schar von äqui- 
distanten Gitterebenen parallel ut). Wenn zwischen diesen noch wei- 
tere Gitterebenen parallel itü liegen, so erhält man abermals einen 
Abstand, der höchstens halb so gross ist und einem Gittervektor ü 
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für den UDi^ höcbstens halb so gross ist wie uvq. Dieser Prosess 
mnss ein Ende haben. Denn sonst würde man za beliebig kleinen 
Werten Ton nt>^ gelangen; nun ist aber 

UM 

aic 

eine ganze von Null yerschiedene Zahl und daher mindestens 
gleich 1 absolut genommen. Folglich darf uDiS absolut genommen 
nicht kleiner sein als aic und kann also nicht beliebig klein wer- 
den. Es gibt mithin einen Oittervektor tu von der Art, dass uüto 
den kleinsten Wert hat, den es mit irgendeinem Gittervektor to 
geben kann, der der Flangrösse nicht parallel ist 

Alle Oitterpunkte sind dann in Ebenen parallel uk> angeordnet. 
Die Ebenen sind äquidistant in einem Abstand, der sich aus dem 
Wert von uDtD ergibt, wenn man ihn durch den Wert von ut) divi- 
diert Alle Oittervektoren sind dann durch ganze Zahlen aus u, ty, )d 
numerisch ableitbar. Da o, 6, c selbst auch Gittervektoren sind, so 
sind sie auch durch ganze Zahlen aus u, ü, to numerisch ableitbar. 

Folglich ist eine ganze Zahl, ebenso wie — ^ — Wenn also 

— -— s=s N, so muss -^ ebenfalls eine ganze Zahl sein, folglich 

N ^ + 1. Der Abstand der Gitterebenen parallel uo ist also gleich 
aic dividiert durch den numerischen Wert dieser Plangrösse. 

Da jeder Gittervektor aus u, t^, \o durch ganze Zahlen nume- 
risch abgeleitet werden kann, so können auch die Flangrössen bc, 
ca, ab ganzzahlig aus Dto, k9U, ut) abgeleitet werden. Man braucht 
die Ausdrücke für a, b, c nur einzusetzen und auszumultiplizieren. 
Mithin sind auch alle Flangrössen des Gitters, d. h. alle Flangrösden, die 
aus bc, ca, ab durch ganze Zahlen abgeleitet werden können, aus 
t)to, kDU, ut) ganzzahlig ableitbar. Ist eine solche Flangrösse der 
Flangrösse uü parallel, so muss sie also ein ganzes Vielfaches von 
UD sein. Die Masszahlen von ut) können daher keinen gemeinsamen 
Teiler haben und umgekehrt, wenn eine Flangrösse des Gitters UD 
parallel ist und wenn ihre Masszahlen keinen gemeinsamen Teiler 
haben, so kann sie sich von uD höchstens durch das Vorzeichen 
unterscheiden. Denn andernfalls wäre sie ein ganzes Vielfaches von 
ut), was einen gemeinsamen Teiler der Masszahlen bedingen würde. 
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Jede Plangrösse gf des Gitters 

(§, 1}, g ganze Zahlen), ist einer Schar von Oitterebenen parallel. 
Um das zu zeigen, denken wir ans eine Ebene durch den Gitter- 

punkt parallel zu ^. Dann ist \. ' = — ^c + £b ein Vektor 

parallel der Schnittlinie dieser Ebene mit einer Ebene parallel bc 

und ^ = gc — ga ein Vektor parallel der Schnittlinie der Ebene 

mit einer Ebene parallel ca. Beides sind Gittervektoren, die zusammen 
eine zu $ parallele Gitterebene bestimmen. 

In dieser Gitterebene können wir, wie oben gezeigt, zwei Gitter- 
Vektoren u, t) bestimmen, durch die alle Gittervektoren der Eben» 
ganzzahlig ausgedrückt werden können. Wenn ^ 97, g also keinen 
gemeinsamen Teiler haben, so kann man die Gitterpunkte in äqui- 
distanten Ebenen parallel der Flangrösse 

5 = gbc + iyca + gab 

anordnen mit einem Abstand gleich dem Quotienten aus dein nu- 
merischen Werte von abc, dividiert durch den von f^. 

Die Ergänzungen aller Flangrössen $ unseres Baumgitters bilden 
ebenfalls die Vektoren eines Raumgitters. Wir wollen sie noch 
durch aic dividieren. 

Dann können wir die zu obc reziproken Vektoren a*b*c* ein- 
führen und schreiben 

^ = §a* + ,b* + £c*. 



abc 

Wir nennen dieses Baumgitter das zu dem ersten reziproke 
und umgekehrt Jeder Plangrösse des einen Gitters entspricht ein 
auf ihr senkrechter Vektor des anderen, dessen numerischer Wert 
gleich dem Quotienten des numerischen Wertes der Plangrösse 
durch den des äusseren Produktes seiner drei Einheitsvektoren ist 
Der reziproke Wert dieses Quotienten ist gleich dem Abstand der 
Ebenen des einen Gitters, die auf dem Vektor des anderen senk- 
recht stehen. Oder in Formeln : Der Abstand der Ebenen des Gitters 
0, b, c, die auf dem Vektor 



j 
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ga* + 7jf>* + gc* (g, 7j^ S ohne gemeinsamen Teiler) 

senkrecht stehen, ist gleich 

1 



V(§a* + fih* + gc*) . (ga* + vi* + SO , 
oder das reziproke Quadrat des Abstandes ist gleich 

g»a*.a*+iy»b*.b*+g*c*.c*+2i?gb*.c* + 2ggc*.a*+2g^a*.b*. 

Die Koeffizienten von §^, i/', g' sind die Quadrate der Längen 
der Vektoren a*, b*, c*. Die Koeffizienten von 29g, 2g|, 2gv 
sind die Produkte zweier Längen in den Kosinus des eingeschlossenen 
Winkels. Wenn wir also die sechs Koeffizienten kennen, so kennen 
wir damit die Lage der drei Vektoren zueinander. Wir können das 
Oitter a% b% c* und damit auch das dazu reziproke Gitter kon- 
struieren, wenn man davon abmüht, da^ die ganze Figur noch im 
Baume beliebi^gedrent oder Vekchoben werden kann. 

Auf dieser Betrachtung beruht eine Methode, das Baumgitter 
eines Kristalls durch die Interferenz von Böntgenstrahlen zu er- 
mitteln. Wenn von einem Punkte A Licht von der Wellenlänge X 
ausgeht und auf eine Gruppe von materiellen Punkten P fallend, 
diese wieder zu Lichtquellen macht, die das Licht nach allen Seiten 
zerstreuen, so wird dadurch in einem Punkte B nur dann eine 
namhafte Lichtbewegung erzeugt, wenn in B eine hinreichend über- 
wiegende Menge dieser Lichtwellen mit gleicher Phase eintrifft, 
d. h. wenn für sie die Wege AP 4- PB entweder die gleiche Länge 
haben oder sich nur um ein ganzes Vielfaches der Wellenlänge X 
voneinander unterscheiden, also wenn für eine überwiegende Menge 
von Punkten PP' 

AP'-fP'B — AP — PB = +n;i, 

wo n eine ganze Zahl ist^). Ist nun die Entfernung PP' so klein 
gegen AP und PB, dass der Bichtungsunterschied von AP und 
AP' und ebenso der von PB und FB vernachlässigt werden kann, 
so ist mit hinreichender Annäherung 

AP' — AP = t).ne, 
FB -PB = -»).n., 

^) Es ist genau genommen nicht erforderlich, dass die Wegnnterschiede 
ganze Vielfache der WeUenl&nge sind. Zwei Wellen verstfirken sich auch dann 
schon, wenn der Gangnnterschied weniger als ^/^X betrfigt. 
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Fig. 19. 



wo p den Yektor PP', n« den Vektor von der Länge eins, der die 
Richtong der einfallenden Strahlen angibt, und n« den entsprechen- 
den Yektor für die anstreten- 
denStrahlen bedeutet (Fig. 19). 
Die Bedingung für eine 
namhafte Lichtbewegung in B 
ist demnach 

p.nt—.p-Ht, 
= p.(ne — n») = ±nX. 

Wird der Winkel zwischen 
der Richtung des einfallenden 
und der Richtung des austre- 
tenden Lichtes mit & bezeich- 
net, so ist die Länge des Vek- 
tors n« — n« gleich 2 sin i^|2. 
Wir können also schreiben 

He — n« = 2sin^/2«, 

wo & einen Vektor von der Länge eins bedeutet (Big. 20). Die Be- 
dingung nimmt damit die Form an 

Nun bedeutet )) . i9 ==5 bei Festhaltung von P für eine Gruppe 
von Punkten P', dass alle diese Punkte F in derselben Ebene mit 
P liegen, die auf 9 senkrecht steht, p.i^ =s: c 
bedeutet, dass alle Punkte F in einer zu i8 
senkrechten Ebene liegen, die you P um die 
Länge c entfernt ist (für positives c nach der 
Seite von iS, für negatives c nach der entgegen- 
gesetzten Seite). 

p.« = +nc 

bedeutet mithin, dass die Punkte F sich in 
äquidistanten Ebenen anordnen lassen mit dem Abstand c. 

Bilden nun die Punkte P, F ein Raumgitter, so ist, wie wir 
gesehen haben, die Anordnung in äquidistanten Ebenen in mannig- 
facher Weise möglich. Für das Gitter 

p == xa-f yb + zc 

Bange, YektonnalTilB. I. 4 




n^-«* 



Fig. 20. 
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waren die vorkommenden Abstände dei^ äquidistanten Ebenen dardi 
den reziproken numerischen Wert des Vektors 

gegeben, wo für g, j;^, g drei beliebige ganze positive oder negative 
Zahlen ohne gemeinsamen Teiler einzusetzen waren. Der Yektor q 
steht dabei auf den zagehörigen äquidistanten Ebenen senkrecht 
und ist also parallel iS. 
Die Bedingung 



1 ^^ 

p.» = ± 



bedeutet also, dass 



= + 



2sin#|2 



oder dass 



YqTq ~ 2sin*/2 ' 

n>q.qiis = 4sin«»|2. 

Für q . q können wir die quadratische Form in g, 97, g schreiben 
und die Multiplikation mit n* können wir dadurch ausdrücken, dass 
wir S, 9, S von der Bedingung befreien, keinen gemeinsamen Teuer 
zu haben, so dass also in der Gleichung 

(a*.a*|» + B*.bV + c*.c*£»+26*.c*iyg + 2c*.a*gg 
+ 2a*.b*§jy)i« = 4sin»*/2 

g, fj^ g irgendwelche positiven oder negativen Zahlen sein können. 
Wenn man es nur mit einer Ebene von Gitterpunkten zu tun 
hätte ; so würde nur die Bedingung }).i8 = in Frage kommen. 
Das ist die Bedingung der gewöhnlichen Bejflexion an einer Ebene. 
Dann wäre aber in der Gleichung 

, nX 

^•*~- 2sin(^/2 

n = 0, und der Beflexionswinkel bliebe ganz beliebig. Dadurch, 
dass auch die anderen Ebenen hinzukommen, fordert jede Ebenen- 
schar bestimmte Beflexionswinkel. 

Durch das Experiment werden nun für alle möglichen Orien- 
tierungen des Baumgitters gegen das einfallende licht die Winkel 
& zwischen dem einfallenden und austretenden licht gemessen, bei 
denen eine merkliche Intensität austritt 

Aus dem Winkel ^ und der Wellenlänge Z bestimmen sich 
dann numerische Werte von 
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die für dieses Gitter möglich sind. Daraus lässt sich die Oestalt des 
Gitters a*, b*, c* ennittebi und damit auch die des Gitters a, b, c 

Übiu^piaiiilsaben. 
Vier Punkte B^, B^, Bg, B4 seien durch die vier Vektoren x^ 
^S9 ^8) ^i g^S^^Gi^) die von einem Punkte zu ihnen hinführen. 
Man bilde die drei Vektoren 

a = r, — ti, b = rs — ti, c = r4 — r^ 

und zeige, dass der Abstand des Punktes B4 yon der Ebene B^B^Bg 

gleich 

c'.c 



V^Zc'- 



ist, wo c' für a X b geschrieben ist Man überlege, was das positive 
und was das negative Zeichen von c'.c für die Lage der Punkte 
B|, B|, Bs, B4 zueinander bedeutet Man zeige femer, dass 



c .c 



V(b'+c').(b'+cV 

wo b' für cxo geschrieben ist, den kürzesten Abstand zwischen 
der Geraden B|B, und der Geraden BgB« darstellt 

Denkt man sich die Punkte B^, B,, B,, B4 durch rechtwinkelige 
Koordinaten mit dem Anfangspunkt gegeben (in der gleichen 
Längeneinheit gemessen), so sind die Koordinaten zugleich Mass- 
zahlen, durch die tj, r^, r,, r^ aus den drei Einheitsvektoren des 
Koordinatensystems abgeleitet werden. Man führe für iigendwelohe 
speziellen Annahmen der Koordinaten die Bechnungen aus, z. B. 



Daraus 



ti: 


1 


1 


2 


t,: 


1 


2 


1 


h- 


2 


— 1 


3 


t*: 


3 


1 


5 


a: 


— 2 


3 


1 


h: 


1 





1 


t: 


2 


• 2 


7 
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Daraus ai —2 9 2 

V: 19 16 10 

c': • 3 1 —3 

Prqbe: a . a = b . 6' = c . c' = 29 

b' + c': 22 17 7 

c'.c 29 c'.c 29 



Vc'.c' Vl9' V(b' + c').(b' + V822 



Kapitel IL 

Das Differenzieren und Integrieren von Vektoren 

und PlangröBsen. 

§ 1. Differenziationsregeln. 

Ein Punkt B bewege sich im Baume, und die Bewegung sei 
dadurch bestimmt, dass der Yektor r, der von ein^m festen Punkt 
zu B hinführt, als Funktion der Zeit t gegeben ist Das mag da- 
durch geschehen, dass die drei Masszahien, durch die der Yektor aus 
drei gegebenen voneinander unabhängigen Yektoren tt,b,c nume- 
risch abgeleitet werden kann, als Funktionen der Zeit gegeben sind. 

Wir verstehen dann unter 

dr 

dt 

den Yektor, dessen Masszahlen in deztlg auf dieselben drei Yek- 
toren die Differentialquotienten nach t der Masssahlen von x sind, 
d. h. den Yektor der Geschwindigkeit Es ist der Grenzwert, dem 
sich der Differenzenquotient 

Ax t — ti 

At ~ t^ti 

nähert, wenn man t und t^ zusammenrücken lässt r — t^ ist dabei 
der Yektor, der von der Lage des Punktes zur Zeit t^ in die Lage 
zur Zeit t führt. Eine Beihe von Begeln der Differentialrechnung 
lassen sich nun ohne weiteres auf die Differentiation von Yek- 
toren und ihrer Produkte übertragen. Die Beweise sind so einfach 



Differensiationfflregeln 53 

za führen, indem man die Masszahlen der Vektoren betrachtetj dass 
es nicht nötig ist sie aasführlich za besprechen. Nor die Regeln selbst 
müssen angeführt werden, damit sie sich dem Gedächtnis einprägen. 
Der Differentialquotient einer Samme ist gleich der Summe 
der Differentialqnotienten der Summanden 

d(P + q) ^ i5 , dq 
dt dt "^ dt 

und ebenso für eine Summe von beliebig vielen Vektoren. 

Ein konstanter Zahl&ktor tritt bei der Differentiation heraus 

d(a^?) _ dy 
dt ~ df 

Ist der Faktor auch eine Funktion von t, so geschieht die 
Differentiation des Produktes nach derselben Regel wie bei einem 
Produkt zweier Funktionen 

d(a|)) _ da .dp 
dt ~"dt'!"'"*dt" 

Dieselbe Regel gilt auch für das skalare und für das vektorielle 
Produkt zweier Vektoren 

d(J>.q)_dp dq 

""dr"-dr'^+<'' dt 

d»xq) ^d» dg 

dt dt^^^'^ df 

Man kann den Beweis statt über die Masszahlen auch direkt führen 
durch die Betrachtung der Differenzenquotienten 

p-q — pi-qi = t>-q — t)iq + pi-q — pi-qi 
oder, wenn d die Differenz bezeichnet 



und daher 



A(P'q) _Ap Jq 

"ZT- It'^ + ^^Jt- 



Sind nun -^ und -r^ hinreichend wenig von -~ und -;tj und pi 

hinreichend wenig von p verschieden, so ist die rechte Seite be- 
liebig wenig von 
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dt ^^^ dt 
versohieden. Mit anderen Worten, dies ist der Orenzwert, dem sich 

^'^ nähert, wenn t und t^ zusammenrücken. Die gleiche Über- 
legung gilt für ))Xq. In der Tat beruht der Beweis im wesent- 
lichen nur auf dem distributiven Gesetz, wonach 

pXq — piXq = (t) — pi)Xq 
und <>tXq — t)iXqi = »)iX(q — qi) 

gesetzt werden darf. 

Was den Beweis über die Masszahlen betrifft, so beruht der 
im wesentlichen auch auf demselben Umstände. Denn das distri- 
butive Gesetz zeigt sich darin, dass die Masszahlen des Produktes 
lineare Funktionen der Masszahlen jedes einzelnen Vektors sind. 

Ebenso wie den Differentialquotienten eines Vektors defi- 
nieren wir den Differentialquotienten einer Plangrösse. Die Masa- 
zahlen, durch die eine Plangrösse aus drei gegebenen Plangrössen 
numerisch abgeleitet wird, seien Funktionen von t Dann heisst die 
Plangrösse selbst eine Funktion von t und ihr Differentialquotient 
ist die Plangrösse, deren Masszahlen die Differentialquotienten jener 
drei Funktionen sind. 

Ist der Vektor a die Ergänzung einer Plangrösse 91, so hat a, 
wie früher gezeigt, dieselben Masszahlen wie 9, wenn wir ihn nu- 
merisch ableiten aus den drei Vektoren, welche die Ergänzungen 
der Plangrössen bilden, aus denen 9 abgeleitet ist Daraus folgt, 
dass in bezug auf dieselben drei Vektoren auch der Differential- 
quotient von a dieselben Masszahlen hat wie der Differentialquo- 

tient von Sl, mit anderen Worten, dass -rr und -tt Ergänzungen von- 
einander sind. Für die Differentiation von Plangrössen und ihren 
Produkten untereinander und mit Vektoren ergeben sich ebenso 
eine Reihe von Kegeln, die unmittelbar eingesehen werden, ohne 
dass es nötig wäre, ihre Beweise ausführlich durchzusprechen. Es 
genügt, die Sätze hinzuschreiben 

d(g+») ^ d« dg 
dt dt ■*" dt 

und ebenso für beliebig viele Summanden. 
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Wenn V = pq, so ist 

dt dt^^*^dt 

d(«W_d« dp 

dt dt*^^ dt 

dtoqr) dp , ^ dq , ^ dr 

d(««) da_, _d» 

Setzt man in der Formel für die Differentiation des skalaren Pro- 
duktes zweier Yektoren 

• dCpqt _ dp ^ , ^, dq 

-dr-dt*''+^-dt 

die beiden Yektoren einander gleich, so ergibt sich für das skaUre 
Produkt eines Vektors mit sich selbst 

Ebenso wie man in der Differentialrechnung von unendlich kleinen 
Grössen spricht und dabei das Verfahren meint, dass man eine 
kleine Grösse beliebig klein werden lässt und dabei das Verhältnis 
zu anderen gleichzeitig beliebig klein werdenden Grössen betrachet, 
80 wollen wir auch gelegentlich von unendlich kleinen Yektoren 
sprechen, deren Masszahlen Differentiale sind. 

Ist ein Yektor r als Funktion einer Yariabeln t gegeben, so 
kann man die Änderung, die r erfährt, wenn t um At geändert 
wird, mit Hilfe der Taylorschen Reihe darstellen 

Diese Yektorgleichung fasst nur die drei Taylorschen Reihen zu- 
sammen, durch die man die Änderungen der Masszahlen nach Po- 
tenzen von At entwickelt. Bei der Zusammenfassung bedeutet j^des 
Glied der Taylorschen Reihe einen Yektor, der zu den übrigen im 
Sinne der Yektoraddition hinzutritt. Das Analoge gilt von einer 
Plangrösse 0, die als Funktion einer Yeränderlichen t betrachtet 
wird. Auch hier erhalten wir einen Taylorschen Satz in der Form 
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^ • dt ^ dt« 2! ^ 



§ 2. Krümmung und Torsion einer Raumkurve. 

Wir denken uns den Vektor r von einem festen Punkt aus 
abgetragen bis zu einem Punkt B, der sich also mit t im Baume 
▼erändert t werde als die Zeit aufgefasst; dann haben wir es mit 
der Bewegung eines Punktes B im Baume zu tun. Der Yektor 

dr 
^=dt 

ist die Geschwindigkeit der Bewegimg der Grösse und Biditong 
nach. Den absoluten Betrag y der Geschwindigkeit erhalten wir 
durch 3ie Gleichung 

Der Yektor 

V 

hat dieselbe Bichtung wie t), aber die Länge Eins. Wir nennen 
iim den Bichtungsvektor der Kurve. 

t.t = ^ = 1. 

Er ist nur von der Gestalt der Kurve und dem Sinn, in dem wir 
sie durchlaufen, abhängig, d. h. er bleibt ungeändert, wenn wir 
dieselbe Kurve mit irgendwelchen anderen Geschwindigkeiten durch- 
laufen. Der Yektor 

d«r _ dt? 

dt«~ dt 

heisst der Beschleunigungsvektor und misst die Änderung des Ge- 
schwindigkeitsvektors mit der Zeit 
Die Plangrösse 

ist der Schmiegungsebene der Kurve in dem betrachteten Punkte 
paraUeL Ihre Ergänzung liefert die Binormale. 

Führen wir in den Ausdruck dieser Plangrösse gf statt des 
Geschwindigkeitsvektors t> den Bichtungsvektor t ein, so wird 
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dt) dt , dv^ 

'' = '*' dt = ^dt+dt*- 

Bildet man nun das äussere Produkt 

^d» k dt , dv \ 

"dt^ydt+rt*)' 

SO yeitichwindet bei Auflösiing der Klammer das zweite Glied, weil 
t>t = ist Infolgedessen ergibt sich 

oder wenn wir statt der Zeit t die Bogenlänge s einführen 

dt 

Der Yektor -p heisst der Erümmungsrektor. Er misst die Ände- 

rong des Bachtangsvektors ,,pro Einheit der Bogenlänge^. Der na- 

meiische Wert von j- heisst die Erummnng der Kurve in dem 

betrachteten Pnnkte. Denkt man sich den Bichtongsvektor t von 
dem festen Punkte aus abgetragen bis zu einem Punkte T, so 
wird sich bei der Bewegung der Punkt T auf einer Kugel vom 
Badius Eins bewegen und dt ist das Bogenelement der Kurve, die 

T auf der Kugel beschreibt Der Vektor -rr ist der Geschwindig- 
keitsvektor der Bewegung von T. Er steht senkrecht auf t, da 

t.t=l 
und folglich, wenn man differentiert 

Bezeichnen wir die Krümmung, d. h. den numerischen Wert von 

■j- mit k, so ist 
ds 

J^dt 
k ds 

ein Yektor von der Länge 1, der parallel der Schmiegungsebene 
auf dem Bichtungsvektor senkrecht steht und nach der Seite zeigt, 
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wohin sich die Eurve kriimmi Wir nennen diesen Yektor die 
Hauptnormale und bezeichnen ihn mit tt. 

T- = kn. 
ds 

Die PlangroBse f)f iässt sich damit anf die Form bringen 

5 = v»t?^ = vBkttt, 
" ds ' 

wo in als ein in der Schmiegongsebene liegendes Quadrat mit dem 

Flacheninhalt 1 dargestellt werden kann. Der numerische Wert Ton 

9 ist daher gleich 

v8k. 

Die „Torsion" der Eurre wird durch die Drehung der Schmie- 
gungsebene gemessen, bezogen auf die Einheit der Bogenlänge. Sind 

gf und gf+dgf 

die Plangrössen in zwei um ds Yoneinander entfernten Punkten, 
so ist das äussere Produkt der beiden Plangrössen ein in ihrer 
Schnittlinie liegender Yektor, dessen numerischer Wert gleich dem 
Produkt ihrer numerischen Werte in den Sinus des Winkels zwischen 
ihnen ist 

Durch das Produkt ihrer numerischen Werte, das gleich v^k^ 
zu setzen ist, dividiert, stellt also das äussere Produkt 

einen Yektor dar, dessen Grösse gleich dem unendlich kleinen 
Winkel zwischen v den benachbarten Schmiegungsebenen ist 
Nun ist 

ds ds ds ds dsds ds* 



3 dv^ , , d«t 



da T-^- verschwindet 
dsds 



Mithin ist der gesuchte Yektor 

gdg _ds/ dt\/ d«t\ _ds/ dtd«t\ 
v«k« ~ k^V ds/ V dsV ~ k« \ dsdsV 
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Der unendlich kleine Winkel zwischen benachbarten Schmiß 
gangsebenen ist also gleich 

ds/ dt d«t\ 
k'VdsdsV' 

so dass wir auf die Einheit der Bogenlänge berechnet, 'den Dre- 
hungswinkel lLdJ.^\ 

k«V dsdsV 

erhalten. Die Torsion wird dabei positiv gezählt, wenn t$(tJr+<lS) 
die Bichtung Yon t hat, d. h. wenn die Drehung der Schmiegungs- 
ebene um den Richtangsvektor t mit wachsendem s im Sinne einer 
Rechtsschraube erfolgt 

Statt der Plangrösse % könnte man natürlich auch ihre Er- 
gänzung einführen und die Torsion durch die Bichtungsände- 
rung der Binormale definieren. Statt des äusseren Produktes der 
beiden benachbarten Plangrössen würde man es dann mit dem vek- 
toriellen Produkt der beiden benachbarten Binormalen zu tun haben. 
Im wesentlichen würde das auf dasselbe hinauslaufen. 

Zur Übung berechne man Krümmung und Torsion einer Schrau- 
benlinie. Seien a,6,c drei aufeinander rechtwinklige gleichlange 
Vektoren, so ist eine Schraubenlinie durch den Ortsvektor 

r = aco8acosta-l-&co8^sint6 + asinatc 

gegeben. Der Ortsvektor r kann aus den beiden Teilen 

a cos a cos t a + a cos a sin 1 6 

und asinatc 

zusammengesetzt werden. Der erste Teil stellt einen Vektor dar, der 
Yon aus abgetragen, zu den Punkten eines Kreises führt t ist 
dabei der Winkel, den der Vektor mit der Anfangslage bei t = 
bildet. Mit wachsendem t dreht er sich von der Anfangslage a cos a a 
um 90 Orad in die Lage a cos a b und in demselben Sinne weiter. 
Der zweite Teil a sin a t c setzt sich senkrecht zur Kreisfläche daran und 
wächst proportional mit t, so dass der Endpunkt von r sich auf einem 
Kreiszjlinder bewegt Wird der Zylindermantel in eine Ebene abge- 
wickelt, so eigibt die Kurve eine gerade Linie mit der Abszisse a cosat 
und der Ordinate a sin ce t, wenn die Länge der Vektoren a,6,c gleich 1 
genommen wird. Danach ista der Steigungswinkel der Schraubenlinie. 
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Nan erhalten wir 

a b c 

r: acodcecost acosadint asinat 

X> = -j— < — a cos a sin t a cos a cos t a sin a t) . u = v* = a^ 
dt 

daher 

x> ds 

— = t: — cos a sin t cos a cos t sin« v =r —— = a 
a dt 

it cosa , cos« . , ^ dt dt ,, 
cos t sin t -T r- = k' 



ds ' a a ds ds 

ooB'a 

~ a» 

d*t cosa . ^ cos« . /v 

-t-t' —5 — sißt r—cost 

ds* a* a» 

dt d*t cos*a 

ds ds* a* 



ab 



dt d*t sin a cos* a - 

ds ds* a' 

1 / dt d*t\ sina ^ 

k^ V* d? d^J = ~^^*'- 

abc ist gleich -f- 1 oder — 1, je nachdem wir eine Bechtsschraube 
oder Linksschraube haben. 



^~->'-"- 



V* 



§ 3. Krümmung und Torsion anders betrachtet. 

Die Plangrösse 

o du 

8f = »^, 

die der Schmiegungsebene parallel ist, können wir auch durch die 
Grenzlage definieren, der ein von drei Punkten der Kurve gebil- 
detes Dreieck zustrebt, wenn die Punkte zusammenrücken. Es seien 
r, tx, Xf die Ortsvektoren dreier Punkte B, Bx, B, und t, t^ t, die 
zugehörigen Werte der Veränderlichen. Dann ist, wenn man tx — r, 
r, — r mit A^x^ A^x und ti — t, \ — t mitüixt, A^i bezeichnet, nach 
dem Taylorschen Satz 

A w>l . . dD Jxt* , 



• 
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Die PlangröBse RBxB, ist daher gleich 
1 . . Jit^t / , dt) 4t , \ /^ , dö J,t , 

_ AitAit{A^tr-Ait) du 



dt 



Mithin 



gf = ö -— > = limes 



+ • • 
24t4r 



dt zlitJ,t(zl,t — J^t) 

Fühlen wir statt der Grössen J^t, J,t, (J^t — A^i) die entsprechen- 
den Seitenlangen zl^s, J,^ 4^ <^^b Dreiecks ein, so erhalten wir, da 

,. AiS ,. AfS ,. A^B 

um --r^ = lim -^r = — 
J|t Jjt 



lim 



dt) 



5 s= t) -TT = limes 



Aft — A^t 

2Aj^xA^x 
AibA^sA^s 



7». 



Mit anderen Worten, die Flangrösse 

ist gleich dem Vierfachen des unendlich kleinen Dreiecks RB^H, 

dividiert dorch das Produkt der drei 

Dreiecksseiten. Sind a, b, c die drei 

Seiten eines Dreiecks (t^ig. 21) und 

a der der Seite a gegenüberliegende 

Winkel, so ist, wie aus der Figur 

unmittelbar ersichtlich 

a = 2^sina, 
wo Q der Radius des umschriebenen 
Kreises ist Mithin 

abc =s 2(>sinabc 
oder, da sin abc gleich der doppel- 
ten Fläche des Dreiecks ist, 

1^ 4 X Dreiecksfläche 

Q abc 

Somit können wir den numerischen Wert von gf/^' definieren als 
den Grenzwert, dem sich der reziproke Wert des Radius des dem 




Fig. 21. 
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Dreien RBiB| amschriebeneii Kreises nähert, wenn die drei Punirte 
zusammenrücken. Auf diesem Wege gelangen wir also auch zu dem 
schon oben abgeleiteten Ergebnis, dass der numerische Wert von 
^ gleich der dritten Potenz der Geschwindigkeit multipliziert mit 
der Krümmung ist ^ 

Noch eine dritte Betrachtung führt zu demselben Ziel Auf d^ 
Tangente der Kurve in B werde in der Bichtung der wachsenden 
t die Länge 1 abgetragen bis zum Punkte T, so dass BT gleich 
dem Bichtungsvektor t ist Die Flangrösse BTB^ ist dann gleich 



^tJir=|-t(t)J,t + 



Mithin 



s = . 



dt 

d» 
dt 






t 



dt 4 



+ 



s= limes 



Jit» 



oder wenn wir wieder A^s einführen 






limes 



2tJir 



Mit anderen Worten, die Plangrösse ^ ist gleich dem Vierfachen 

der unendlich kleinen Plangrösse BTB^, dividiert durch das Quadrat 

der Sehne BB^. Da die Seite BT 
die Länge Eins hat, so ist die Släche 
des Dreiecks gleich dem halben Ab- 
stand des Punktes B| von der Tan- 
gente BT. Denken wir uns nun einen 
Kreis gezogen, der durch B und B| 
läuft und BT zur Tangente hat, so 
ist bekanntlich BB^' gleich dem Pro- 
dukt des Durchmessers in den Ab- 
stand des Punktes B^ von der Tan- 
gente BT (Kg. 122). Das Vierfache 
der Dreiecksfläche BB^T dividiert 
durch das Quadrat von BB^ ist dem- 
nach gleich dem reziproken Wert 
des Badius q. D. h. der numerische 
Wert vofi l^/v^ ist gleich dem Grenzwert, dem sich Ifg nähert, wenn 
IL und B zusammenrückt, oder der numerische Wert der Plangrösse 




Fig. 22. 
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^ ist gleich der dritten Potenz der Geschwindigkeit, multipliziert mit 
der Krümmung. Wir wollen den numerischen Wert auf 1 redu- 
zieren, indem wir die Flangrösse bilden 

kv»" 

Um den Abstand des Fanktes Bi von der Schmiegnngsebene 
im Punkte B zu berechnen, hiaben wir dann nur das äussere Produkt 

:t» ^ ky» \ ^ ^ dt 2 ^ dt« 6 ^ / 



kT» 



3f d«» 4t» , 
kv« dt« 6 ^ 



zu bilden. Das Yorzeichen ergibt sich dabei positiv oder negativ^ 
je nachdem B^ auf der positiven oder negativen Seite der in die 
Schmiegnngsebene gelegten Hangrösse ^ liegt 

Multiplizieren wir die Gleichung mit 6 und dividieren wir 
durch J^t« so wird das erste Olied der rechten Seite gleich 



1 / dto d»ü \ 
[V» \ dt dt» / 



k 

D. h. dies ist der Grenzwert, dem sich der sechsfache Abstand des 
Punktes B^ von der Schmiegnngsebene dividiert durch J^t« nähert^ 
wenn B^ mit B zusammenrückt oder, wenn wir statt durch J^t« durch 
die dritte Potenz von BB^ dividieren und wieder bedenken, dass 

lim r^ = V ist: 

WO S den Fusspunkt des von B^ auf die Schmiegungsebene ge- 
fällten Lotes ist (Fig. 23) und SB^ positiv oder negativ zu rechnen 
ist, je nachdem B^ auf der positiven oder negativen Seite der in der 

Schmiegnngsebene gedachten Plangrösse 3f = t) -j-- liegt BB^ muss 

dabei dasselbe Yorzeichen wie A^t erbalten, weil lim-j-~ der nu- 

merische Wert von t> sein soll. Der Grenzwert ist durch seine De- 
finition nur von der Gestalt der Kurve abhängig. Auch von dem 
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Sinn, indem wir die Kurve durchlaufen, ist er unabliängig. Denn 
wird er en^egengesetzt genommen, so ändert sich zwar auch der 

Drehungssinn dexPlan- 

grosse 5 = D-|— und 

somit vertauschen sich 
die positive und nega- 
tive Seite der Schnue- 
gungsebene,so dassdas 
Flg. 28. Yorzeichen vonSB^ das 

entgegengesetzte wird. 
Aber zugleich wird auch das Yorzeichen Ton RR} das eatg^en- 
gesetste. Der Ausdruck 

-\ f.- ' J_ / ^ d'l) \ 
y^,(^.^^'* kv« V dt dt»/ 

ist daher von der Wähl derYariabeln t ganz unabhängig. Man kann 
das auch unmittelbar einsehen. Denn sei r eine neue Yeränderliche 
und t eine Funktion von r, so ist der Oeschwindigkeitsvektor t> 
in bezug auf die neue Yeränderliche r 



und 



Daher 



dx "~ dt Vdr/"*" dr*' 

s -d» ^ dt fd» /dt\« , d*tl 
^ = ''d? = *d7ldFVd7J+*'d^J 



= '^(- 

-M 



dty 

dr/ 



femer 



dt y 

dx) 



d»» _ d»» / dt \» d» /dt^\ d«t , d»t 
dr« ~ dt» Vdr/ "•"dt Ut/ dr» "•""'dr»' 



somit 
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- dto d^ _ cv /dt yd»» _ cv d^ / dty 
dt dT»~"\dr/dT«~*dt»VdT/ 



und endlich 



- dtt d*» db d*» 

'''dF "dr*" ""dF dt» 



Wählen wir für t die Bogenlänge, so erhalten wir 



6SR1 1 A dt d«t\ 



Das ist das k-faohe des Ausdrucks der oben für die Drehung der 
Schmiegungsebene, auf die Einheit der Bogenlänge berechnet, ge- 
funden wurde. 

Wir wollen diesen oben gefundenen Ausdruck, der die Dimen- 
sion einer reziproken Länge hat, mit 1/<T bezeichnen 

dt d2t\ 



,Adt d2t\ ,. 



und wollen analog dem Krümmungsradius (k =?!/(>) a den Tor- 
sionsradius nennen. Dabei ist nur zu beachten, dass q nur positive 
Werte hat; ö dagegen je nach der Bechtsschrauben- oder Links- 
schraubenwindung der Kurve positiv oder negativ ist. Wir wollen 
den Zusammenhang des Torsionsradius mit dem Radius der Kugel 
untersuchen^ die mit der Kurve in dem betrachteten Punkte eine 
vierfache Be^lmfling hat. Wir legen zu dem Ende durch den Krüm- 
mungskreis der KuiTC im Punkte R und durch den Punkt R^ eine Kugel. 
Der Ortsvektor des Krümmungsmittelpunktes ist 

r + pn, 
wo n = f» -T— die Hauptnormale bezeichnet [(n . n) = 1]. Mit b 

wollen wir die Binormale bezeichnen, deren Länge ebenfalls wie die 
der Hauptnormale gleich 1 angenommen wird 

dt 



b = p 



t 



ds 

Der Ortsvektor, der nach dem Mittelpunkt M der Kugel führt, 
kann dann geschrieben werden: 

r + pn-f-lb, 

Range, VektormoalfBis. I. 5 
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wo 1 den positiv oder negativ zu rechnenden Abstand des Mittel- 
panktes von der Schmiegungsebene bedeutet 1 ist jetzt so za be- 
stimmen, dass der Vektor MB^ die Länge V q* + P erhält Wie 
oben schreiben wir Ax für Xi — r und erhalten die Bedingungs- 
gleichung 

(Jr — pn— lb).(^r — pn — 16) = p« + K 

Multipliziert man die linke Seite aus, so ist zu beachten, dass n • n 

5= b . 6 := 1 und dass n . b = ist Die Gleichung reduziert sich 

daher auf 

Ax.Ax — 2/lx.{Qn + \h) = 0. 

Für Ax wird jetzt die Taylorsche Reihe 

eingesetzt Da t . n = 0, so ergibt sich 

Ax.Ax = ^8* + Glieder 4. Ordnung 

2QAx.n = AB^ + ^-Q^^±^^As^ + ... 
2^r.b = j-^.M8«+... 



d»t ^ dH 
• b = -^ 



. /dn ,dt\ 1 . 

\ds* ds/^ 00 



ds* ds» I \ds* ds/^ qc 

^ Üi — i- A fAl .^) = dg/ds 
"dT'ds» "" 2 dsVdsds/ p» 

Mithin 4.4-(— 4~ — — )^s» + ... = 0. 

Für Js = wird demnach 



Issa 



ds 
und damit wird das Quadrat des Kugelradius 

§ 4. Integrationsregeln. 

Aus der Differentiation eines Vektors , der als Funktion einer 
Veränderlichen betrachtet wird, folgt seine Integration. Wir ver* 



ß 
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stehen unter dem Integral eines gegebenen Vektors einen Vektor, 
dessen Differentialqaotient gleich dem gegebenen Vektor ist Das 
Integral ist nur bis auf einen willkürlichen konstanten additiven 
Vektor bestimmt, der bei der Differentiation weg&llen wtirde. 

fx{i)it = »{i) + a. 

Integriert man von einem bestimmten Werte to an, so ist 

t 

^r(t)dt = «(t)-5(to). 

Die Masszahlen des Integrals von r(t) in bezug auf ii^nd- 
welche festen Vektoren, aus denen r(t) numerisch abgeleitet ist, 
sind demnach gleich den Integralen über die Masszahlen von t(t). 
Die drei willkürlichen additiven Eonstanten sind dann in dem kon- 
stanten additiven Vektor zusammengefasst. Für das Integral über 
einen Vektor gelten ähnliche Regeln wie über das Integral einer 
Fanktion, die wir nur zu nennen nicht zu beweisen brauchen, da 
sich ihr Beweis unmittelbar daraus ergibt, dass in dem Integral 
über den Vektor nur die drei Integrale über die Masszahlen zu- 
sammengefasst sind. 

Ein konstanter Zahlenfaktor kann aus dem Integral herausge- 
zogen werden: 

Zar dt = a/rdt 

Auf das Produkt einer skalaren Funktion f (t) mit einem Vek- 
tor r(t) kann man in zweifacher Weise die Formel der partiellen 
Integration anwenden 

ß{i) r(t) dt = f (t) m — fr(t)» (t) dt, 

wo 9{i) ein Integral von t(t) ist und 

. /f (t) r(t) dt = F(t) t (t) -/F(t) r' (t) dt, 

wo F(t) ein Integral von f(t) ist Ist 

d«^ 



dt 
so schreiben wir auch diS = rdt und im Integral 

yf(t)r(t)dt=/f(t)d«. 
Das Integral ß(i)dS 
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erstreckt sich also, wenn wir uns r(t) von einem festen Punkte 
aus abgetragen denken, über die Kurve, die der Endpunkt von t 
beschreibt, wenn t seine Werte durchläuft. 

Ist a ein von t unabhängiger Vektor, so ist 

J{a.x) dt = a.yrdt, 

und f{a X r) dt = a x/rdt 

Ist a ebenso wie r von t abhängig, so kann man die 'Formel 
der partiellen Integration anwenden 

/("•4f)^'=-/«-"=--y(4i-'h 

/(.x4|)d.=/axd. = .x.-/(4ix.)dt 

Zum Beweise braucht man nur an die entsprechenden Formeln 
der Masszahlen zu denken und zu beachten, dass der Wert von 
a.dß und di6 Masszahlen von a.dd sowohl in den Masszahlen von 
a wie in denen von d^ linear sind. 



§ 5. Anwendung auf die Bewegung eines Massenpunktes 

um ein festes Zentrum. 

Ein Punkt R mit der Trägheit m bewege sich unter dem Ein- 
fluss einer von einem festen Zentrum ausgehenden anziehenden 
oder abstossenden Kraft, die eine Funktion seiner Entfernung von ist 

Wir denken uns seinen Ort durch einen von aus abgetra- 
genen Ortsvektor r bestimmt, dessen Abhängigkeit von der Zeit t 
zu ermitteln ist. 

Der numerische Wert von r werde mit r bezeichnet (r . r = r*) 

und der Vektor — mit e. Die Grösse der Kraft sei f (r), wpbei ein 

positiver Wert von f (r) eine Abstossung, ein negativer eine An- 
ziehung bedeuten soll. Der Kraftvektor ist dann gleich 

f(r)e 

und die Differentialgleichung der Bewegung lautet als Vektorglei- 
chung geschrieben 

mr = f(r)c, 
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wo X die zweite Ableitung ^on r nach der Zeit bedeutet Die äussere 
Multiplikation mit r liefert, da re = ist, 

rr = 0. 

Die Plangrösse rr ist aber der Differentialquotient der Plan- 
grösse rr. Daher ergibt sich durch Integration rr gleich einer kon- 
stanten Plangrösse S oder 

rdr = (Sdi 

— ^— ist die Plangrösse, die bei der Bewegung des Massenpunktes 

von dem Yektor OB in dem Zeitteilchen dt überstrichen wird, in 
dem ümlaufsinn genommen, der der Beihenfolge r, r entspricht 
In der Zeit t^ bis t, wird daher die Plangrösse 

l/(Edt=:l«(t,-t,) 

Überstrichen. Mit anderen Worten, die Bewegung geht in einer be- 
Btim^iten zu d parallelen Ebene Tor sich und in gleichen Zeiten 

werden gleiche Flächen von r überstrichen. Die in der Zeiteinheit 

1 
überstrichene Fläche ist gleich -^ c, wenn c den numerischen Wert 

der Plangrösse S bedeutet. 

Die Plangrösse rdr lässt sich auch schreiben in der Form 

r'ede. Denn 

r = rc, 
daher 

dr = rde + drc 
und somit 

rdr = re(rdc + drc) = r»ede. 

Es ist also 

oder, wenn wir die Ergänzung von S mit c bezeichnen 

1 

Da e.e s= 1, also e.e = 0, so steht e senkrecht auf e. Es 
ist daher 

exe = r2(exe)Xc = r«e. 
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Multiplizieren wir die Aosgangsgleichung auf beiden Seiten 
vektoriell mit c, so nimmt sie demnach die Form an 

mifxc = — r*f(r)e. 

Diese Form ist der ersten äquivalent; denn sie geht durch vek- 
torieile Multiplikation mit — c/c' wieder in die erste Form über. 

Für den Fall der Anziehung oder Abstossung proportional dem 
umgekehrten Quadrat der Entfernung 

«w = ^ 

ist diede zweite Form der Differentialgleichung der Bewegung der 
ersten vorzuziehen. Denn in diesem Fall wird 

mrxc = — xe oder — cXr = e. 

Beide Seiten sind jetzt Differentialquotienten, und wenn man 
integriert, so ergibt sich die Vektorgleichung 

m 

X 

wo a einen konstanten Yektor bedeutet, und nun durch skalare 
Multiplikation mit r 

c' = a . r + r, 

X ^ ' 

[denn (c X r) . r = (r X t) . c = — c . c = — c*]. 

Diese beiden Gleichungen entiialten die vollständige Darstellung 
der Bewegung. Die letzte Gleichung enthält die Gleichung der Bahn 
in Polarkoordinaten, die vorbeigehende Gleichung gibt uns die Ge- 
stalt des Hodographen. 

Bezeichnen wir nämlich die Länge des Vektors a mit s und 
den Winkel zwischen a und r mit 9>, so kann man die Bahnglei- 
chung in der Form schreiben 

m , , 
c* = £rcos9> -f-r, 

X 

. — m cVx 

oder r = 



c X r = + e, 



1 -|- 6 cos 9 

Das ist f ür e < 1 eine Ellipse, f ür a > 1 ein Hyperbelast Der 
Brennpunkt liegt in dem festen Zentrum 0, und die Biohtung 
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<p =: (d. i. die Richtung des YektoTs a) liefert die kleinste Ent> 
femung. Da r notwendig positiv ist und l-j-ecosgo im Falle der 
Ellipse [b < 1) auch positiv ist, so muss — mc'/x positiv, mithin 
X negativ sein. Die elliptische Bahn kann daher nur bei einer an- 
ziehenden Enrft vorkommen. Die Summe der kleinsten und grössten 
Entfernung ergibt den Wert der. grossen Achse 2 a 

— mc*/x 

womit wir die Bahngleichung auch in der Form 

1. — 1 — g* 
a 1 + e cos q> 

schreiben können. 

Wir wollen uns ein Bild der Bahn zeichnen, das im Verhält- 
nis . 1 : a verkleinert ist Die grosse Achse wird dann gleich 2 und 
die Entfernung der beiden Brennpunkte 00' ist gleich 2e. Der 
Vektor O'M, der von dem anderen Brennpunkt 0' zum Mittel- 
punkt M fährt, ist gleich a. Der Vektor OS ist gleich r/a (Fig. 24). 

Die Gleichung — cXr = a4-«? 

die uns den Hodographen liefert, können wir durch Erweiterung 
der Figur 24 darstellen. Zu dem Ende denken wir uns 0' als das 
feste Zentrum und schlagen um M mit der Längeneinheit einen 
EJreis. Parallel zu dem Vector OS = r/a ziehen wir den Radius 
MH, der dann also den Vektor e darstellt. Der Vektor O'H liefert 

somit a + e, das ist — c X t. Denken wir uns in Figur 26 die Bahn- 

ebene von derjenigen Seite betrachtet, nach der c hinzeigt, so dass 

also die Vektoren r und r sich entgegen dem Uhrzeigersinn drehen, 

c X t 

80 wird der Vektor gleich dem um 90 Grad weiter gedrehten 

c 
* t 

Vektor r sein. Oder wenn man den Vektor O'H entgegen dem Sinne 
des Uhrzeigers um 90 Grad weiter dreht, so erhält man 

m c ^ - -. m , • c mc • 

-_X(cxr) = --(cxt)x-^-— r. 
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Da — 



mc 



positiv ist, so wird der um 90 Orad im Sinne des 



Umlaufs gedrehte Vektor O'H die Richtung von r anzeigen and 
seine Länge wird der Länge von t proportional. Wir können uns 
den Maßstab für die Darstellung der Geschwindigkeit so gewählt 
denken, dass die Längeneinheit der Figur 25 die Geschwindigkeit 



mc 




Fig. 24. 

darstellt, dann lässt O'H durch Grösse und Richtung überblicken, 
welche Geschwindigkeit jedem Funkte der Bahn zukommt Dass O'H 
auf r senkrecht steht,^ hätte man auch aus der bekannten Eigen- 
schaft der Ellipse schliessen können, dass d\e Tangente in S den 
Kreis über der grossen Achse in den Fusspunkten der von den 
Brennpunkten auf die Tangente gefällten Lote schneidet Dass SH 
auf O'H senkrecht, ist nichts anderes als der Inhalt der obigen 
Gleichung 
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r 
a 



1 — fi« 



1 + €C089> ' 

denn der Vektor HS ist gleich der Differeni; yon O'S und O'H gleich 



2a + -^-(e + a), 



oder 



• + T 



dessen skalaresProduktmit 
a + c ergibt 

a.a — c.c + 
+ 7(e.a)+|(e.c), 
oder 

was nach der obigen Glei- 
chung verschwindet 



H 




Fig. 26. 



§ 6. Flächenintegrale und Baumintegrale. 

Ahnlich wie wir oben eine Raumkurre in yektorielle Elemente 
zerlegt dachten und einen Vektor durch ein Integral 

fax 

definierten, wo dr ein unendlich kleines Element der Raumkurve 
und f eine skalare Funktion des Ortes war, so können wir uns auch 
die Oberfläche oder einen Teil der Oberfläche eines Körpers in un- 
endlich kleine Flangrössen zerlegt denken und eine Plangrösse durch 
ein Integral ^ 

definieren, wo df^ eine unendlich kleine Plaugrösse und f eine 
Ortsfunktion bedeutet. Wir wollen uns dabei den Umlaufsinn der 
Plangrössen df$ so gewählt denken,' dass das Innere des Körpers 
auf seiner positiven Seite liegt 

um diese Plangrösse auf drei gegebene Plangrössen zu be- 
ziehen, wird man drei zweifache Integrale auszuwerten haben. Seien 
z. B. i, jl, I drei aufeinander rechtwinklige Vektoren von der Länge 
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Eins und x, 7, z die Masszahlen eines Ortsvektors r in bezog auf 
i, j, I, so wird f eine Funktion Ton x, 7, z, die sich für die Pankte 
der Oberfläche des Körpers als Funktion irgend zweier dieser drei 
Grössen schreiben lässt. Die Plangrösse d$ lässt sich numerisch 

aus I i, I i, I I ableiten 

dQf=dp|i + dq|i + dr|I, 

wo dgi = dp, d(fi = dq, dg» = dr 

die Masszahlen der Projektionen von ^ auf die drei Koordinaten 
Ebenen sind. Die zweifachen Integrale 

/fdp, /fdq, /fdr, 

liefern dann die drei Masszahlen von 

Bei der Ausrechnung ist z. B. dp gleich 4- ^7 dz, oder — dy dz 
zu setzen, je nachdem dgi positiv oder negativ ist, d. h. je nach- 
dem { nach der positiven oder nach der negativen Seite von dg 
gerichtet ist' 

Es ist unmittelbar einleuchtend, dass die Plangrösse 

die wir erhalten, wenn wir die Ortsfunktion f gleich 1 setzen, sich 
auf Null reduzieren muss, sobald das Integral über die ganze Ober- 
fläche eines Körpers erstreckt wird. Jede der drei Masszahlen 

/dp, /dqi/dr, 

muss Null werden, weil zu jedem Element der Oberfläche, das z. B. 
für die erste Masszahl ein dp liefert, ein zweites angegeben werden 
kann, das — dp liefert. 
Zu den Integralen 

/fdr und ßi^ 

tritt endlich drittens das dreifache Integral, das über einen beliebigen 
Teil des Baumes erstreckt wird, 

/fdr, 

WO dr die Masszahl eines unendlich kleinen Baumteils bezeichnet 
Wir können uns das Bäumteilchen überall rechts gewunden vor- 
stellen, so dass dr positiv angenommen werden kann. 
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Die drei Integrale 

/fdr, /fdg, /fdr 

können non auch für den Fall betrachtet werden, dass statt der 
fikalaren Funktion f, ein Yektor oder eine Plangrösse eingesetzt 
und die Multiplikation mit dr oder d$ als skalares oder äusseres 
oder vektorielles Produkt definiert wird. Der Yektor oder die Flan- 
grösse, die f ör f eintreten, sind dabei als Funktionen des Ortes auf- 
gefasst, an dem sich das Element dr, d|$ oder dr des Integrals 
befindet 

§ 7. Vektorfelder und Plangrössenfelder. 

Ein räumliches Gebiet, in dessen Punkten ein Yektor definiert 
ist, heisst ein Yektorfeld; in dem gleichen Sinne wollen wir von 
einem Plangrössenfeld sprechen. Ist r der Ortsvektor, der von einem 
festen Punkt zu einem Punkt B des betrachteten Gebietes führt, 
80 wollen wir eine skalare Funktion f , die als Ortsfunktion für das 
Oebiet definiert ist mit f(r) bezeichnen und ebenso einen Yektor 
pj, der als Funktion des Ortes gegeben, ein Yektorfeld definiert, 
mit p(x) oder eine Plangrösse 9, die ein Plangrössenfeld definiert 
mit ¥(t). 

Eine Ortsfunktion f(r) führt durch Differentiation auf ein ge- 
wisses Yektorfeld. AUe Punkte des Baumes in der Nachbarschaft 
eines Punktes B, in denen f (r) denselben Wert hat wie in B, bilden 
eine Fläche, Ton der wir Yoraussetzen, dass sie in B eine Tangen- 
tialebene besitzt 

Wir denken uns nun den Yektor r aus drei voneinander un- 
abhängigen Yektoren a,6,c durch die Hasszahlen x,7,z abgeleitet 

X = xa + jh + zc. 

Dann wird f eine Funktion von x,7,z, für die 

öx ^hj -^^ 6z ' 
was wir als das skalare Produkt der beiden Yektoren 

** ox oj 'dz 

und dr = dxa-|-dyb + dzc 
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auffassen können, unter a'^j^^jC'^ das zu a,6,c ressiproke System 

verstanden 

* bXc ^^ cxa ^ axb 

abc ' obc ' übe 

D. h. es ist 

df = g.dt. 

Dieser Yektor g heisst der Gradient der skalaren Funktion f und 
definiert ein Vektorfeld. Er steht senkrecht auf der Fläche f = const, 
die durch B geht; denn df wird Null, wenn dt auf. g senkrecht 
steht. Oibt man dt die Bichtung von g und die Länge dn also 

so wird 

df = dnVgTg. 

D. h. der numerische Wert des Gradienten wird durch j- ge- 

dn 

messen. 

Durch die Gleichung 

df = fl.dr, 
der der Yektor g genügt, ist also seine Unabhängigkeit von den 
gewählten Einheitsvektoren a, b, c dargetan, durch die er zunächst 
definiert wurde. Denn aus dieser Gleichung ergibt sich sowohl seine 
Bichtung wie seine Grösse, ohne Beziehuug auf die gewählten Ein- 
heitsvektoren. Mit anderen Worten, wenn wir statt Q, b, c liegend 
drei andere voneinander unabhängige Vektoren p, q, r wählen würden, 
aus denen wir den Vektor r numerisch ableiten 

so dass f jetzt als Funktion Ton §,17, g betrachtet wird und 

,, öf ,^ , bf , , M ,^ 

is^ so ist derselbe Yektor g in der Form 

9=d§''*+ä^'»*+d|'* 

darstellbar, unter ^♦jq*,!* wieder das zu |),q,r reziproke System 
verstanden. 
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Man hat für diese Ableitung des Vektors g aus der Ortsfank- 
tion f auch die Bezeichnung 

fl = Vf 
eingeführt, wo V einen vektoriellen Operator 

ox dy 'dz 

bezeichnet, der auf f angewendet wird. Der. Operator wird nach 
dem hebräischen Wort „Nabla^' gesprochen^). Bei Einführung neuer, 
voneinander unabhängiger Vektoren p,q,r erhält also der Operator 
die Form 

Wir können demnach von V/ ^io ▼on einem Vektor reden, dessen 

Masszahlen in bezug auf a*,6*,c* die Differenziationszeichen 7—, 

ox 

r— , ^ sind, wenn x, 7, z die Masszahlen in bezug auf a, b, c 

bezeichnen. Beim Übergang zu neuen Koordinaten geht der Aus- 
druck für V 

OX ' oy oz 

in . . 

Über. 

Beziehen sich x, y, z auf ein zu sich selbst reziprokes System 
i, j, 1, so ist natürlich 

da hier der Unterschied gegen das reziproke System wegfällt 

Wenn ein Vektorfeld g gegeben ist, das aus einer skalaren 
Funktion f nach der Formel 

9 = Vf 
abgeleitet werden kann, so heisst — f die Potentialfunktion des 

') „NabW igt die Bezeichnung für ein harfenfthnliches mnaikalisches 
Instnunent, dessen Form durch das Zeichen V dai^estellt ist. 
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Vektorfeldes. Der Name stammt aus der Meohanik. Stellt nämlioh 
g die Kraft Tor, die ein Massenpunkt an der betreffenden Stelle 
des Feldes erfährt, so können wir dem Massenpunkt eine „poten- 
tielle Energie'* oder eine Energie der Lage zuschreiben, die bei 
seiner Yerschiebung um dt die Änderung 

— g.dt == — df 
erfährt 

Verschiebt man 'den Massenpunkt längs einer Kurve von eineni 

Punkte A bis zu einem anderen Punkt P, so ist 

p . 

fx — fp = y —i.dx 

A 

die Gesamtänderung der potentiellen Energie. Sie ist, wie die 
linke Seite der Gleichung zeigt, nur von den Orte lagen A und P, 
nicht von dem Wege, längs dem der Punkt verschoben wird, ab- 
hängig. Halten wir den Punkt A fest, während wir P als verän- 
derlich betrachten, so sehen wir, dass eine Zunahme von — f bei 
der Ortsä n derung uns die Energi.emenge angibt, die wir dem Massen* 
punkt zuführen mtissen, um die betreffende Verschiebung im Kraft- 
felde zu bewirken, eine Abnahme dagegen die EnergiemengOi die 
wir ihm entziehen müssen. Abgesehen von einer beliebigen hinzu- 
tretenden Konstante misst demnach — f die „potentielle Enei^^e^^ 
d. h. die Energie der Lage, die dem Massenpunkt innewohnt, und 
wird daher Potentialfunktion oder auch schlechthin Potential ge- 
nannt 

Wenden wir den Operator V ^^^^ ^^^ Vektorfeld )) an in der 
Art, dass wir das äussere Produkt 

bilden, so erhalten wir ein Plangrössenfeld. Sind u, v, w die Maas- 
zahlen von p in bezug auf das reziproke System a*, 6*, c*, so 
ist das äussere Produkt 

„4. /J^w bv\ ^^ ^ , /bu bw\ ^ ^ , /bv bu\ ^ ^^ 

oder das vektorielle Produkt gleich der Er^nzung davon 

/6w 6v\ tt /bu bw\ b /6v h\k\ c 

Vby~dsL'"aW"^\bz'"ööt/äbc ■*'^d^ hj/abc' 



Diese Plangrösse muss lebenso wie der oben ttesprochene Vektor 
- Vf TOD dem ZDgrunde gelegten System a, 6, c, anif das sich die 
Yeiimderlicbeii x, j, z bezieben,/ unabhäDgig sein, wie sogleich 
nSher ausgeführt werden wird. 

Wenden wir endlich 'dea Operator V &°f ei° Plangrösseofeld 
1$ an, indem wir das fiossere Produkt 

bilden, so erhalten wir wieder eine skalare Funktion. Sind p, q, r 
die Hasazahlen der Ergänzung von ^ i» bezuganf a^ i, c, so wird 

Wieder ist diese skalare Funktion, wie wir 

werden, von den EinheitsTektoren a, 6, c ' 

Ausser dem Operator V wollen wir i 

b bc b ca 

einführen. Aus demselben Gründe, aas de 
Vektor reden, reden wir tod der Et^än2 
Flangrösse. Auf eine skalare Funktion f, e 
auf eine Plangrösse g angewendet, ergil 
ersten Falle ein Flangrössenfeld, im zweite 
im dritten ein Vektorfeld 

bt ab 

' Äx obc """JJj abc Öz abc 

Hier sind p, q, r die Uasszahlen von p in bezng auf a, b, c und 
, T, w die Masszahlen von % in bezug auf bc, ca, ab. 

Alle drei Orössen sind, wie wir sogleich näher erörtern werden, 
von den Einheitsvektoren unabhängig. 



gQ DiiTarMudAlion und Intagimtion 

% 8. Die Umwandlung Ton FUchenintegralen in Raum- 
integrale. 
Die Begrenzung eines Körpers werde in Elemente d0 von 
Flaogrßssen zerlegt gedacht, deren ümlaufsinn so genommen sein 
soll, dasB das Innere des Körpers auf ihrer positiven Seite liegt 
Der Körper liege im Inneren des Gebietes, in dem f, p, ^ definiert 
sind, und es werde ein Integral über seine Begrenzung erstreckt, 
indem erstens über das Produkt fd@, zweitens über das äussere 
Produkt pd& und drittens über das äussere Produkt ^A@ inte- 
wird. 
lann gelten die folgenden drei Formeln 

ffä®-\-ff I vdT = 
/l)d© + /pl VdT = 
f%m+f%\ VdT=0, 
iliede dr ein positives Yolumelement bedeutet 
an des Körpers zu integrieren ist 
iken wir uns den Körper in Stücke zerbrochen. 
I so wieder zusammengefügt, wie sie ursprüng- 
' Integrale kann man dann ersetzen durch die 
über die einzeluea Stücke. Von den Baum- 
ne weiteres klar, .pass es auch für die Ober- 
ig ist, folgt daraus, dass jeder Teil der Bo- 
bs, der in das Innere des Körpers t&üt doppelt 
vorkommt, als Grenztoil zweier Stücke, die in ihm aneinander stossen. 
Für das eine Stück muss aber sein Umlaufeinn der entgegenge- 
setzte sein wie für das andere. Infolgedessen heben sich alle die 
entsprechenden Teile der Oberflächenintegrale gegeneinander fort 
und 06 bleiben nur die Teile der Begrenzungen der Stücke übrig, 
die zugleich die ursprüngliche Begreozung des Körpers bilden. 

Es babo nun eines der Stücke parallelepipedische Form. Die 
Seitenflächen seien den Koordinatenebenen parallel und die Kanten 
haben die lüngen As., äj, Jz, die wir sehr klein voraussetzen wollen. 
Die eine Ecke habe die Koordinaten z, 7, z, die Koordinaten 
der anderen Ecken gehen aus x, y, z hervor durch Vergrösserung 
um äi, äj, Jx. 
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Dann^st in den Seitenflächen, die parallel der yz- Ebene liegen 

d® = dydzbc und d@ = — dydzBc, 

wo das positive Zeichen der Seitenfläche mit der kleineren x-Eoor- 
dinate entspricht» Für diese beiden Grenzflächen bekommen wir daher 

/'f(x, y,z)dydz6c und — /f(x + z4x, y, z) dydzbc, 

mithin bis auf Qlieder höherer Ordnung 

— r— JxJyJzbc. 
ox 

Die Beitrage ?on den Seitenflächen parallel zur xz- und parallel 
zur xy-Ebene ergeben sich durch zyklische Yertauschung, und so- 
mit ergeben alle Seitenflächen zusammen bis auf Grössen höherer 

Ordnung die Plangrösse 

— f I V^xJyJzabc. 

Das Baumintegral /*f | S/dt ergibt über dasselbe Stück erstreckt 
bis auf Grössen höherer Ordnung den Beitrag 

+ f I V^xJyJzabc. 
Zusammen wird also der Beitrag beider Integrale von höherer 
Ordnung als AxAjAz. Daraus folgt, dass die Summe beider Inte- 
grale über ein Parallelepipedon, dessen Seitenflächen den Eoordi- 
natenebenen parallel sind, verschwinden muss.^enn wenn man das 
Parallelepipedon in n^ gleiche, ihm ähnliche Parallelepipeda zer- 
legt, so liefert jedes von ihnen einen Beitrag, der mit wachsendem 
n klein gegen l/n^ wird. Mithin kann der Gesamtwert nicht von 
Null verschieden sein. Mit dem Beweise für jedes solche parallele- 
pipedische Gebiet ist nun auch die Richtigkeit der Formel für einen 
beliebig begrenzten Körper bewiesen. Denn wenn wir sein Inneres 
in hinreichend kleine parallelepipedische Stücke aufbrechen, so 
geben die an der Grenze übrigbleibenden nicht parallelepipedischen 
Teile zusammen nur noch beliebig kleine Beiträge der beiden In- 
tegrale ab. Für das dreifache Integral folgt dies i;Lnmittelbar aus 
der Kleinheit des Gesammtvolumens dieser Teile. Für das OberT 
flächenintegral folgt es daraus, dass für einen hinreichend kleinen 
Brocken bis auf Glieder höherer Ordnung /"fd® = f Td® ist Aber 
nun ist, wie oben schon bemerkt, für die Oberfläche eines Kör- 
pers /"d® = 0. Infolgedessen ist der Gesammtbeitrag von allen 
diesen Brocken von der Ordnung ihres Volumens, d. h. beliebig klein. 

Bunge, VektonnalrBiB. I. 6 
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Oanz analog wie in dem Falle 1 wird der Bew^ auch im 
Falle 2 nnd 3 geführt Wir brauchen nur wieder ein ParaUe- 
lepipedon von den Ejtntenlängen Jx, Jy, Azzn betrachten. In dem 
Falle 2 liefert /*:pd@ für die zarz- Achse senkrechten Seitenflächen 

fp(x,j,z)dxdjU—fp{x + Ax,j,z)ixdjU, 

d. i. bis auf Glieder höherer Ordnung 

bx \ox . ox ' ox / "^ 

= — -^AjLdjAzahc. 

ox "^ 

Somit liefert die ganze Begrenzung des Parallelepidedons bis auf 
Grössen höherer Ordnung 

— p I syAxAj AzahCj 

was sich wieder gegen den Beitrag des Baumintegnds weghebt 

Im Falle 3 liefert J^d® für die zur jz-Ebene parallelen 
Seitenflächen 

yg(x,y,z)dxdybc— /gp(x + Jx,y,z)dxdybc, 
d. i bis auf Glieder höherer Ordnung 

d. L 

Somit liefert die ganze Begrenzung des Farallelepipedons bis auf 
Grössen höherer Ordnung 

— 3f I V-4x Jy/lzabc, 

was sich abermals gegen den Beitrag des Baumintegrals weghebt 
Der Übergang zu einem beliebigen Körper, über dessen Be- 
grenzung und Bauminhalt die beiden Integrale erstreckt werden, 
geschieht genau wie im ersten Fall, was wir nicht zu wiederholen 
brauchen. 

Aus den drei Theoremen können wir die Schlussfolgerung be- 
stätigen, dass die drei Grössen f | V) P | V) if I V ^^^ ^^^ Vfabl 
der Einheitsvektoren unabhängig sind. Denn für einen hinreichend 
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kleinen Körper vom Tolumen Ar sind bis anf Grössen höherer 
Ordnung die drei ranmlichen Integrale gleich 

f I VJr, p I V/1t, 5 I S7Ar. 

Mithin ist bis auf Grössen, die mit Jr verschwinden 

D. h. f I Vj 1> I V5 8f I V können definiert werden als die Grenz- 
werte, denen sich die rechten Seiten mit abnehmendem Jr nähern. 
Da die rechten Seiten nun von den gewählten Einheitsvektoren un- 
abhängig sind, so folgt dasselbe für die linken Seiten. 

Statt der Flangrösse f | V können wir auch ihre Ergänzung 
den oben definierten Vektor Vf einführen. Für p \ V können wir 
auch das skalare Produkt V>)> schreiben und f ür ^ | V können 
wir auch das vektorielle Produkt der beiden Ergänzungen von ^ 
und I V also | JJ X V oder — V X I B schreiben. Indessen- wird 
die Oleichartigkeit der drei Integralsätze dadurch verdeckt 

§ 9. Anwendungen der Umwandlnngstheoreme. 

In eine ruhende schwere Flüssigkeit sei ein Körper vollständig 
eingetaucht. Der Druck an seiner Oberfläche ist eine skalare Orts- 
funktion, die wir mit p bezeichnen. Die Kra(t, die der Flüssigkeits- 
dmck auf das Oberflächenelement d @ ausübt, ist als die Ergänzung 

der Plangrösse 

pd® 

darstellbar. Die Resultante des gesamten Flüssigkeitsdruckes ist mit- 
hin gleich der Ergänzung der Plangrösse 

/pd®, 

wobei das Integral über die Oberfläche des Körpers zu erstrecken ist 
Nach der ersten der drei Formeln ist daher die Resultante 
gleich der Ergänzung von 

— /p I Vdr, 

d. h. die Resultante selbst ist gleich 

• — /"VpdT. 

6* 
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Neunen wir z. B, die Höasigkeit als inkompieBBibel Tcm der kon- 
stanten Dichte Q an und setzen die Schweifcnft gleich 

so haben wir dm Dmdk in der Tieie z anter der Oberflache gleich 

so setzen. Damit wird der Gradient des Dnid»s Vp = ^gc und 
die Besnltante des Oesamtdmckes gleich 

—JifgAxt. 

H. 1l die Besnltante ist dem Gewicht des Terdrangtm Wassers ge- 
rade entgq;engesetzL Die mathemafisdie Formel (1) § 8 ist dorch das 
physiiaüiBche BOd YoUkonmien dargestellt, wenn wir den Banm, den 
der Körper einnimmt, wieder mit Flüssigkeit gefüllt denken. Bei 
jedem Flössigkeitsteilchen dr ist der Dmck, den es auf seiner Ober- 
fliehe erfährt im Gleichgewicht mit seiner Schwere, die somit den Wert 

haben muss. Vp ist also das Yektorfeld der auf die Yolomeinheit 
bezogenen Schwere. Am anschaolichsten ist es, sich zwei Flächen 
p =r konst and p -{- dp = konst Torzostellen and zwischen ihnen 
ein zylindrisches Element von der Hohe dn and dem Qaerschnitt 

d T f d n (Fig. 26). Um dem Über- 
druck dp auf der Fläche dr/dn 
das Gleichgewidit za halten, 
ilg. 26. mussdieSchweredesElements 

die Richtung der Normale von 
der Fläche p := konst zur Fläche p -f- dp = konst haben und 
die Grösse dp dr/dn besitzen, d. h. sie muss gleich dem Vektor 
Vpdr sein. 

Die Formel (2) § 8 lässt sich durch ein anderes physi- 
kalisches Bild veranschaulichen. Als Vektorfeld denken wir uns 
das Produkt qM tou Dichte und Geschwindigkeit einer im Baume 
strömenden Flüssigkeit und grenzen darin einen beliebigen Baum 
ab. Der Vektor ^D ist dabei für jeden Augenblick eine Funk- 
tion des Ortes, d. h. wir brauchen uns nicht auf den Fall einer 
stationären Strömung zu beschränken, wo der Vektor von der Zeit 
unabhängig ist Jedes beliebige mit der Zeit in irgendeiner Weise 
veränderliche Vektorfeld p gibt die Möglichkeit zu einem solchen 
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« 

physikaUschen Bilde einer strömenden Flüssigkeit Dabei können 
wir sogar in irgendeinem Augenblick für die Dichte q eine belie- 
bige positive skalare Funktion annehmen. Wie aus den folgenden 
Erörterungen hervorgeht, ergibt sich dann die Dichte aus dem 
Vektorfeld p für alle anderen Zeiten und wenn q ermittelt ist, findet 
man t) = pJQ. 

Ist die Flangrösse d® wie oben ein Element der Oberfläche, 
mit solchem Umlaufsinn, dass das Innere des Raumes auf seiner 
positiven Seite liegt, so stellt das äussere Produkt 

(^t)d®dt 

die Menge der Flüssigkeit dar, die im Zeitteilchen dt durch d@ 
hindurchströmt, positiv gerechnet, wenn sie in den Baum hinein, 
negativ, wenn sie herausströmt Das Integral 

f(ft)d&dt 

über die ganze Begrenzung des Baumes erstreckt, wird also durch 
sein positives oder negatives Vorzeichen angeben, ob mehr Flüssig- 
keit in den Baum hinein oder mehr herausströmt und sein Betrag 
gibt an, um wie viel sich die in dem Baume befindliche Menge 
in dem Zeitteilchen dt vermehrt oder vermindert hat. In jedem 
Baumelement dr ändert sich nun die Dichte in dem Zeitteilchen 

dt um -v^-dt. Wir können daher den Wert jenes Integrals auch 

in der Form 



J ht 



drdt 



ht 
schreiben, und es ist also 

Damit lässt sich die Formel (2) § 8 schreiben 

/(-|f + V.(?»))dr = 
und es folgt, da der Baum beliebig abgegrenzt werden kann, 

^ + V.(pü) = 0. 
Die Formel (2) drückt hier also nichts anderes aus als die Material- 



86 Differenziation und Integration 

))ilanz für den betrachteten Baam. Die Änderung der im Baume 
enthaltenen Menge lässt sich einmal darch die Flüssigkeit berech- 
nen, die darch die Begrenzung hindurchströmt, und andererseits 
durch die Dichtigkeitsänderang in jedem Baumelemeni Das Ober- 
fiächenintegral, das die erste Berechnung liefert 

muss daher gleich dem Raumintegral 

-/VlVdr 

der zweiten Berechnung sein, wie Formel (2) besagt 

Der Ausdruck p \ V oder, was dasselbe ist V-)>9 wü^ die ^^Di- 
yergenz" des Vektorfeldes p genannt Der Ausdruck stammt yon 
der physikalischen Bedeutung von V-t), wo t> das Vektorfeld der 
Geschwindigkeit einer strömenden Flüssigkeit bedeutet Da nämlich, 
wie oben gezeigt, 

dp 
-^ == — V.pö = — Vp.ö— pV.ö, 

so kann man auch schreiben 

wo -3Y- für -r^ + Vp • ^ steht und die (auf die Zeiteinheit be- 
dt öt 

zogene) zeitliche Änderung der Dichte eines Flüssigkeitteilchens 

misst, das in dem Zeitteilchen dt die Verschiebung t)dt erfährt 

Denn die zeitliche Änderung seiner Dichte setzt sich zusammen 

aus der Änderung -^ dt (unter Festhaltung von x, j, z) und aus 

den Änderungen infolge der Änderungen von x, y,. z um udt, vdt, 

wdt, d. i. -^udt + -^vdt + -^wdt = Vp.ödt. Der Wert 
' ox * oy ' oz ^ 

von V*^ P^^ ^so die auf die Zeiteinheit bezogene relative zeit- 
liche Änderung der Dichte an derart, dass ein positiver Wert von 
V*^ eine Verdünnung, ein Auseinanderweichen (Divergenz) der 
Flüssigkeit an der betreffenden Stelle bedeutet Daher nennt man 
V-^ die „Divergenz'' des Vektorfeldes ü und überträgt nun den 
Begriff auf ein beliebiges Vektorfeld )), auch wenn p nicht eine 
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Oeschwindigkeit ist, sondern iigendeine andere physikalische Be- 
<ieatang hat 

Ist die Divergenz eines Vektorfeldes )f gleich Noll 

so sagt die Formel (2) aus, dass für die Begrenzang jedes beliebigen 
im Felde gelegenen Körpers 

JifA(& = 0. 

Denken wir uns wieder eine strömende Flüssigkeit von der Dichte 
Q und der Oeschwindigkeit ü derart, dass p = (»ü, so ist infolge 
der Gleichung 

die Dichte an jeder Stelle von der Zeit unabhängig. Nehmen wir 
sie nun in irgendeinem Augenblick überall gleich 1 an, so bleibt 
sie dauernd gleich 1 und es ist 

Das Vektorfeld )), dessen Divergenz überall verschwindet, kann also 
als das Feld der Geschwindigkeitsvektoren einer strömenden inkom- 
pressibeln Flüssigkeit von der Dichte 1 gedeutet werden. Die Gleichung 

bedeutet, dass in den Saum, über dessen Begrenzung das Integral 
eistreckt wird, in jedem Augenblick gerade so viel Flüssigkeit hin- 
ein- wie herausströmt 

Wir können, wenn wir wollen, das Vektorfeld festhalten, so 
dass • es sich nicht mit der Zeit ändert Dann haben wir es. mit 
einer stationären Strömung zu tun. Durch irgendeinen kleinen Teil 
der Begrenzung des Raumes möge nun die Flüssigkeit in den Baum 
eintreten. Wir verfolgen die strömenden Teilchen, bis sie an einer 
anderen Stelle der Begrenzung wieder aus dem Baum hinaustreten. 
Wir nennen diesen Teil der Flüssigkeit einen Stromfaden. Die 
Stärke des Stromes, der in ihm fliegt, d. h. die Flüssigkeitsmenge, 
die in der Zeiteinheit durch seinen Querschnitt fliesst, wird durch 
das Integral 

fpi& = e 

gemessen erstreckt über den Teil der Begrenzung, wo der Strom- 
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faden in den Baum eintritt; aber ebenso gut können wir den Strom 
berechnen, wenn wir das Integral über einen beliebigen anderai 
Querschnitt des Fadens erstrecken und d® ein Element des Quer- 
schnitts mit solchem ümlau&inn bedeutet, dass der Strom von der 
negativen zur positiven Seite fliesst Dass Tf^d® für jeden Quer- 
schnitt des Stromfadens denselben Wert gibt, folgt einmal unmilteK 
bar aus der physikalischen Bedeutung des Integrals, weil ja durch 
jeden Querschnitt bei einer inkompressibeln stationär strömenden 
Flüssigkeit in der Zeiteinheit die gleiche Menge bindurchfliesst^ 
andererseits schliessen wir es mathematisch, wenn wir den Baum 
zwischen zwei beliebigen Querschnitten betrachten und über seine 
Begrenzung das Integral 

fpd® • 

erstrecken. Nach der Formel (2) § 8 muss dies Integral infolge der ver- 
schwindenden Divergenz von p Null sein. Nun verschwindet })d(S^ 
überall am Ufer des Stromfadens, weil p dort der Plangrösse d® 
paraUel ist Mithin heben sich die beiden über die Querschnitte 
erstreckten Teile gegeneinander fort oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, sie sind einander gleich, wenn bei beiden die Elemente d& 
so gerechnet werden, dass der Strom von der negativen zur posi- 
tiven Seite fliesst. 

Ein solches Vektorfeld |j, für das die Divergenz V-P ver- 
schwindet, kann man sich mithin aus lauter Stromfaden von gleicher 
Stärke e zusammengesetzt denken. Wenn man dann für irgendeinen 
Teil der Begrenzung eines Baumes das Integral 

berechnen will, so braucht man nur die hindurchlaufenden Strom- 
fäden zu zählen, imd zwar positiv, wenn sie in den Baum, also von 
der negativen zur positiven Seite von d®, fliessen, negativ im ent- 
gegengesetzten Fall. Die Zahl der Stromfäden gibt dann mit s mul- 
tipliziert den Wert des Integrals an. Diese anschauliche Methode 
ist zuerst bei den magnetischen Feldern angewendet worden, wo p 
die Kraft bedeutet, die ein magnetischer Pol von der Stärke 1 an 
der betreffenden Stelle des Feldes erfährt Ein magnetisches Feld 
hat nämlich die Eigenschaft, dass seine Divergenz an jeder Stelle 
verschwindet 
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Um auch für die Formel (3) § 8 ein physikalisches Beispiel zu 
geben, wollen wir wieder einen in eine schwere Sltissigkeit ge- 
tauchten Körper betrachten und das Drehungsmoment berechnen^ 
das der Flüssigkeitsdruck auf ihn ausübt 

Dex Druck auf dem Element d® ist der Vektor, dessen Er- 
gänzung, wie schon oben bemerkt, gleich 

pd@ 
ist, wenn wir mit p wieder den Druck bezeichnen. Bedeutet nun r 
den Ortsvektor des Elements d®, so kann das Moment der Kraft 
in bezug auf den Funkt 0, von dem der Ortsvektor ausgeht, dar- 
gestellt werden als das vektorielle Produkt des Ortsvektors mit der 
Kraft oder, was dasselbe ist, als das äussere Produkt der Ergän- 
zung ^on r mit p d (S(, der Ergänzung der Kraft. Somit kann das Ge- 
samtmoment des Flüssigkeitsdruckes in bezug auf durch denYektor 

/SRpd® 

dargestellt werden, vrenn 91 die Ergänzung des Ortsvektors bedeutet 
Auf dieses Integral wollen wir die Formel (3) § 8 anwenden, indem 
wir 8tp für die Plangrösse ^ einsetzen. Das Drehungsmoment kann 
demnach auch als Baumintegral 

-/SfIVdT 

geschrieben werden. Den Vektor ^ \ V können wir nun in zwei 
Teile teilen, entsprechend den beiden Faktoren von ^. Wäre p vom 
Ort unabhängig, so hätten wir nur den Teil p(9t | V); wäre SR 
vom Ort unabhängig, so hätten wir nur den Teil 9l(p | V) oder 
81 I (Vp)i Wenn p und 5R beide vom Ort abhängen, so ist 

. 51 V = P(M| V) + «l Vp, 
oder, wie wir auch schreiben können 

51 V = p(tXV) + rxVp. 
Nun ist r X V gleich Null, wie man durch die Ausführung von 

(^' + ^i + »')x(^' + ii+.T') 

unmittelbar erkennt Somit Vird 

51 V = rXVp, 
und das Drehungsmoment nimmt die Form an 

— /rXVpdr. 
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Denken wir uns den Körper durch Flüssigkeit ersetzt, so ist, 
wie wir oben ans der Gleichung (1) §8 fanden, Vpdr die Schwere 
eines Flüssigkeitsteilchens, mithin rx Vpdr das Drehungsmoment 
der Schwere in bezng auf den Punkt 0. Die Formel (3) § 8 sagt also 
nichts anderes aus, als dass der Flüssigkeitsdruck auf die Begren- 
zung das entgegengesetzte Moment ergibt, wie die Schwere der 
Flüssigkeit im Innern der Begrenzung. Es leuchtet ein, dass das 
nichts anderes ist als die Bedingung für das Oleichgewicht der 
Flüssigkeit Wenn man einen beliebigen Teil der Flüssigkeit ab* 
grenzt, so müssen die an ihm angreifenden Kräfte im Oleichgewicht 
sein. Diese Kräfte bestehen aber aus den Drucken auf die Begren- 
zungselemente und aus den Oewichten der Flüssigkeitsteilchen. Der 
Druck kann dabei irgendeine skalare Ortsfunktion sein, die dann 
das Schwerefeld bestimmt Das Oleichgewicht ist dadurch gegeben, 
dass die Summe der Drehungsmomente aller dieser Kräfte in bezug 
auf einen beliebigen Funkt Null ist 

§ 10. Die Umwandlung von Randintegralen in Flächen- 
integrale. 

Den drei Formeln (1), (2), (3) § 8 entsprechen drei andere, in 
denen an Stelle des Raumintegrals ein Integral über einen Teil der 
Begrenzung eines Körpers und an Stelle des Oberflächenintegrals 
ein Integral über den Rand jener Begrenzung tritt 

Es bezeichne dr ein Element des Bandes und d® ein Element 
der Begrenzung derart, dass der ümlauMnn von d® derselbe ist 
wie der XJmlaufsinn, der durch die Richtung von dr definiert wird. 
Dann gelten die folgenden drei Formeln 

(l*) /fdr+/(f I V)d® = 0, 

(2*) /pdr-/(H V)d® = 0, 
wo p einen Yektor bedeutet, der der Plangrösse d® überall parallel ist, 

(3*) /3fdr+/(gf| V)d® = 0. 

Der Beweis ist dem für die vorigen drei Formeln ganz ähn- 
lich. Denken wir uns nämlich die Oberfläche in eine grosse An- 
zahl von kleinen Teilen zerteilt und den Rand eines jeden Teiles 
in demselben Sinne durchlaufen wie den ursprünglichen Rand, so 
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kann man das Integral über den Band in jeder der drei Formeln 
durch die Summe der Bandintegrale der Teile ersetzen. Denn alle 
die Bandteile, in denen zwei der Stücke aneinander grenzen, wer- 
den, bei der Integration in entgegengesetzter Bichtung durchlaufen, 
so dass die betreffenden Integralteile sich gegenseitig wegheben. So 
bleiben nur diejenigen Bandteile übrig, die dem ursprünglichen Bande 
angehören, und werden bei der Integration über die Bänder der Stücke in 
demselben Sinne durchlaufen wie bei dem ursprünglichen Bandintegral. 
Wir wollen uns nun die Stücke so klein denken, daBS wir sie 
als eben betrachten können. Ein inneres Stück möge dabei als 
Bechteck angenommen werden, und wir wollen die x- und y-Achse 
den Bechteckseiten parallel legen derart, dass das Bandintegral von 
einer Ecke x, y über x+Jx, y; x+^x, y + Jy; x, y + ^y 
zurück zu X, y gerechnet wird. Die Einheitsvektoren seien i, i, I, 
die sich selbst reziprok sind. Um unsere Vorstellungen festzulegen, 
mag die Formel (l'*') betrachtet werden. Die beiden der y-Achse par- 
allelen Seiten liefern dann 

(/f(x + Jx, y)dy-/f(x,y)dy)i, 

d. i. bis auf Grössen höherer Ordnung 

^^xJyi, 

und die beiden der x-Achse parallelen Seiten liefern 

^^ A A ' 

Das Bechteck als Plangrösse aufgefasst, möge mit J@ be* 
zeichnet werden. Dann ist 

J® = Jxziyii. 
Das Bandintegral 

/ f dr = f -j— \ — ^r— \\ AxAj + Glieder höherer Ordnung 

lässt sich dann bis auf die Glieder höherer Ordnung als das äussere 
Produkt der beiden Plangrössen 

..®und(|ii! + |fli + |^ii)=fiV 
schreiben. Denn in dem äusseren Produkt 
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^®(f I V) 

wird (ii)(i!) = i, (iO(ll) = - i, (ii) (lö = 0, and es ergibt sich 
daher 

Wir erhalten somit 

/fdr = J®(f I V) + Glieder höherer Ordnung. 

Da ül® und f | V ▼om Koordinatensystem unabhängig sind, 
so ist es auch J®(f | V)- 

Das ganze Randintegral lässt sich nun bis auf einen Best, der 
beliebig klein wird, wenn die A® genügend klein sind, aus ^er 
Summe der äusseren Produkte A®(t \ V) zusammensetzen und so 
ergibt sich das ganze Randintegral als der Grenzwert, dem sich die 
Summe über die Grössen J®(f | V) nähert, wenn die J® beliebig 
klein werden, d. h. es ist 

/fdr = /d©(f I V), 
oder 

/fdr + /(f I v)d® = 0. 

Die Zerteilung in Rechtecke kann man sich so vorgenommen 
denken, dass die Oberfläche mit zwei sich rechtwinklig schneiden- 
den Scharen von Kurven überzogen wird. Die am Rande übrig- 
bleibenden, nicht rechteckigen Teile, geben zusammen nur einen 
Beitrag von der Ordnung ihrer Gesamtfläche, die für hinreichend kleine 
Rechtecke ein beliebig kleiner Bruchteil der gegebenen Fläche wird. 

Die Formel (2^^) wird auf dieselbe Weise bewiesen. Um den 
Rand der rechteckigen Plangrösse A& erstreckt, liefert das Rand- 
integral bis auf Grössen höherer Ordnung 

Da p parallel J& ist, so kann es aus i und j numerisch ab- 
geleitet werden 

j) = ut + vi. 
Somit wird 

= (P I V) Ü, 



w 
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und daher bis auf Grössen höherer Ordnung für den Band des 
Bechtecks 

jro die rechte Seite wieder von dem gewählten EoordinatensTstem 
unabhängig ist Aus demselben Grunde wie oben erhält man daraus 
für das ganze Bandintegral 

fpdx=f(p I V)d®. 

Im Falle (3*) erhalten wir für den Band von A® bis auf 
Grössen höherer Ordnung 

was wir wieder in einer vom Koordinatensystem unabhängigen Form 
schreiben können 

— (3f I V)^0. 

Für das ganze Bandintegral ergibt sich daher in derselben 
Weise wie oben 

-/(3f| V)d@, 

und damit die Formel (3*) 

<3») /afdt+/(Of| V)d0 = O. 

Bezeichnet man den Vektor, der die Ergänzung der Plangrösse 
% bildet mit f, so kann man die Formel (3*) auch schreibet! 

/f.dr+/(fxV)d® = 0, 

(f X V) d ® ist positiv oder negativ, je nachdem der Vektor f X V 
nach der positiven oder nach der negativen Seite von d® gerichtet 
ist, und der numerische Wert ist gleich dem Bauminhalt, der über- 
strichen wird, wenn man die Plangrösse d ® um den Vektor f X V 
verschiebt. 

Ist in der ganzen Fläche, auf die sich die Formel (3*) bezieht, 
f X V = 0, so ist auch Tf . dt = 0. Sind A und P zwei Punkte 
des Bandes, so werden sich also die beiden Teile des Bandinte- 
grales, die sich auf den Weg längs des Bandes von A bis P und 
von P bis A beziehen, gegeneinander wegheben oder, was auf das- 
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selbe hinaaskommt, man wird denselben Wert erhalten, wenn man 
das Integral 

/f.dt 

A 

von A bis P erstreckt, gleichgültig, ob man auf der einen oder der 
anderen Seite des Bandes herumläuft Überhaupt irgend ein Weg, 
der von A nach F führt, gibt dem Integral denselben Wert wie ein 
anderer, wofern er nur aus diesem durch kontinuierliche Verän- 
derung in einem Baume, in dem f^ | V ^^^ ist, abgeleitet werden 
kann. Denn dann bilden die beiden Wege zusammen den Band 
einer Fläche, für die $ | V verschwindet Halten wir nun den Punkt 
A fest, während wir P veränderlich lassen, so definiert uns das 
Integral 



/ 



p 
f.dt 



eine skalare Funktion f der Ortslage von P. Bei der Verschiebung 
des Punktes P um dt ändert sich die Funktion um f.dt. Das heisst 
der Vector f ist der Gradient der skalaren Funktion. Umgekehrt, 
wenn der Vektor f der Gradient einer skalaren Funktion f ist, 
so muss 

fXV = 
sein. Denn dann ist 

yf.dr=/df = 0, 

wenn wir das Integral um den Band eines Gebietes erstrecken, wo 
der Gradient definiert ist Daraus folgt nach unserer Formel 

/(fXV)d® = 0, 

und da die Begrenzung beliebig ist, 

fXV = 0. 

Dasselbe erkennt man auch direkt; denn 

/ bf , , bf . , öf A / ö . . ö . . b .\ 

weil sich die Beihenfolge der Differentiation vertauschen lässt 
Die Eigenschaft des Vektorfeldes 

fXV = 
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ist also nicht nur ^ie hinreichende, sondern auch die notwendige 
Bedingung dafür, dass der Vektor f der Gradient einer skalaren 
Funktion sei oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass 

f. dt 
ein Tollständiges Differential sei. 
Wenn das Integral 

über eine geschlossene Kurve erstreckt, einen von Null verschie- 
denen Wert annimmt, so folgt daraus, dass, wenn wir irgendeine 
Fläche konstruieren, deren Sand die geschlossene Kurve bildet, auf 
dieser Fläche eine Stelle oder Stellen liegen müssen, wo fx V 
nicht Null ist Solche Plächenteile, in denen f X V Null ist, tragen 
nicht zu dem Flächenintegral bei, sondern nur die Flächenteile, in 
denen f X V von Null verschieden ist Diese allein bestimmen den 
Wert des Flächenintegrals und damit nach (3*) auch den Wert 
des Randintegrals. Bei einer Änderung des Bandes, bei der nur 
solche Flächen teile abgeschnitten oder angefügt werden, in denen 
f X V verschwindet, wird daher der Wert des Bandintegrals un- 
geändert bleiben. Mit anderen Worten, man wird die Kurve im 
Baume kontinuierlich verändern können, ohne den Integralwert zu 
ändern, wofern nur in dem von der Kurve bei ihrer Veränderung 
überstrichenen Gebiet fXV überall verschwindet Wenn sich bei 
solcher Änderung die Kurve in einen Punkt zusammenziehen lässt, 
ohne das Gebiet, wo fxV verschwindet, zu verlassen, so muss 
das Bandintegral den Wert Null haben. Ein Gebiet, das die Eigen- 
. Schaft hat, dass jede in ihm verlaufende geschlossene Kurve sich 
in einen Punkt zusammenziehen lässt, heisst einfach zusammen- 
hängend. Wenn in einem einfach zusammenhängenden Gebiet ein 
Vektorfeld f definiert ist, für das f X V verschwindet, so muss jedes 
über eine geschlossene Kurve des Gebietes erstreckte Integral 

/f.dr 

den Wert Null haben. Mehrfach zusammenhängend heisst ein Ge- 
biet, wenn in ihm geschlossene Kurven vorkommen, die sich nicht 
auf einen Punkt zusammenziehen lassen, ohne das Gebiet zu ver- 
lassen, wie z. B. der Baum, den ein Fingerring einnimmt Eine ge- 
schlossene Kurve, die innerhalb des Binges den Finger einmal um- 
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tschlingt, lässt sich zwar kontinuierlich in jede andere überführen, 
die dasselbe tut, aber sie lässt sich nicht beliebig zusammenziehen. 
Wenn nun ein Vektorfeld f definiert wäre, das in dem (Gebiete 
des Ringes die Eigenschaft 

fXV =0 
besässe, so würde der Fall eintreten können, dass 

/f.dr 

Über eine geschlossene Kurve integriert, einen von Null verschie- 
denen Wert hätte. Für alle geschlossenen Kurven, die innerhalb 
des Ringes verlaufend den Finger einmal in gleichem Sinne um- 
kreisen, müsste der Wert des Integrals derselbe sein, für eine Kurve, 
die ihn n-mal in demselben Sinne umkreist, das n-fache davon. 
Die skalare Funktion f, die wir durch die Integration von einem 
festen Punkt A zu einem veränderlichen Punkt P erhalten, wird 
dann mehrdeutig. Für denselben Punkt P kann der Wert von f 
um ein beliebiges positives oder negatives Vielfaches einer ge- 
wissen Konstanten geändert werden, indem man den Ring erst be- 
liebig oft in dem einen oder anderen Sinne umkreist, ehe man zu 
P gelangt Wir nennen ein solches Oebiet zweifach zusammen- 
hängend. Ebenso ist der ganze Raum ausserhalb des Ringes zwei- 
fach zusammenhängend. Jede geschlossene Kurve, die ausserhalb 
des Ringes verläuft, aber in den Ring nicht einhakt, lässt sich in 
einen Punkt zusammenziehen, jede geschlossene Kurve, die einmal 
durch ihn hindurchfasst, lässt sich in jede andere überführen, die 
dasselbe tut Denken wir uns in dem Ringe eine elektromotorische 
Kraft angebracht, die einen elektrischen Strom in dem Ringe um- 
strömen lässt Dieser Strom erzeugt ein magnetisches Feld f, von 
dem in der Elektrizitätslehre gezeigt wird, dass es ausserhalb des 
Ringes, wo kein elektrischer Strom fliesst,*die Eigenschaft 

fXV = 
besitzt und dass innerhalb des Ringes, wo der elektrische Strom 

fliesst, 

(VXf)d®, 

bei den in der Elektrizitätslehre üblichen Einheiten, gleich dem 
4^- fachen des durch d& fliessenden Stromes ist positiv gerechnet, 
wenn er nach der positiven Seite von d® fliesst 
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Denken wir uns nun eine Fläche, die den Bing an einer Stelle 
^afschneidet, und integrieren um den Rand dieser Fläche 

80 ist nach der Formel (3*) dieses Bandintegral gleich dem Ober- 
flächenintegral 

/(VXf)d® • 

und gibt somit durch sein Vorzeichen an, ob der elektrische Strom 
Ton der negativen zur positiven Seite der Fläche fliesst oder um- 
gekehrt, und durch seinen numerischen Wert dividiert durch 4;r, 
eine wie grosse Elektrizitätsmenge in der Zeiteinheit hindurchtritt 
Mit anderen Worten, die Eonstante 



bß- 



dr 



misst den Strom, der in dem Ringe fliesst Die Form der Kurve 

ist dabei unwesentlich, wenn sie nur in den Bing einhakt 

Der Vektor 

VXf 

heisst der Wirbel oder die Botation oder der Botor des Feldes f 
an der betrachteten Stelle. Der Name rührt her von der Betrach- 
tung einer strömenden Flüssigkeit Wie wir später zeigen werden 
gibt, wenn f das Vektorfeld der Geschwindigkeit bezeichnet, 

yvxf 

die Drehungsgeschwindigkeit der Flüssigkeit an der betreffenden 

1 
Stelle an. Di^ Bichtung dieses Vektors o" V X f S^^^ ^^^ Bichtung 

der Drehungsachse an derart, dass die Drehung in dem Sinne einer 
Bechtsschraube erfolgt, die sich in der Bichtung des Vektors ver- 
schiebt Die Länge des Vektors entspricht der Grösse der Drehungs- 
geschwindigkeit 

Das Vektorfeld f führt also, wenn seine Botation nicht Null 
ist, d. h. wenn f nicht der Gradient einer skalaren Funktion ist, zu 
einem zweiten Vektorfeld 

9 = VXf. 

Bange, VektocuuÜTtU. I. 7 
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Die Diveigenz (vergL § 9) dieses zweiten Vektorfeldes g ist NulL 
Denn es ist 

V.fl = v.(vxf>. 

Nun lassen sieb auf der rechten Seite die drei Faktoren zyklisch 
vertauschen 

V.(VXf) = v.(fxv), 

aber f x V = — V X f,' folglich ist 

V»(VXf) = -V.(VXf) 
und daher gleich Null analog der Formel, dass das aus drei Yek* 
toren abgeleitete Parallelepipedon verschwindet, wenn zwei Vek- 
toren einander gleich werden. Das abgeleitete Vektorfeld g ist also 
von der oben (§ 9) betrachteten Art, wo g sich als der Geschwindigkeits- 
vektor einer inkompressibeln stationär strömenden Flüssigkeit auf- 
fassen und das Vektorfeld sich in Stromfäden auflösen lässt, die 
alle die gleiche Stromstärke haben. 

§ 11. Einführung krummliniger Koordinaten. 

Die Grössen f | V) t' I V) 9 I V, die wir aus der skalaren 
Ortsfunktion f, dem Vektorfelde }p imd dem Plangrössenfelde ^ 
abgeleitet haben, konnten wir definieren als die Grenzwerte, denen 
sich die Quotienten aus den Integralen 

ß I Vdi: = -/fd0, fp I VdT = -/»)d0;/af I VdT = -/&d» 

dividiert durch den Rauminhalt Ar nähern, wenn man den Baum 
Azy über den die Integrale erstreckt sind, um einen Punkt zu- 
sammenzieht Daraus können wir die einfachen Ausdrücke ableiten, 
die für f | V) t' I V) i^ I V oben angegeben sind, wenn irgendein 
auf drei feste Vektoren a, b, c bezogenes Koordinatensystem zu- 
grunde gelegt wird, in dem sich der Ortsvektor t, der von dem 
Anfangspunkt zu dem betrachteten Punkt führt in der Form 

r = xa + yb-j-zc 
dajrstellt 

Führt man nun an Stelle von x, y, z andere Veränderliche ^ 
97, g ein, indem man x, y, z als Funktionen von §, 17, £ darstellt, , 
so fragt es sich, ob die einfache Darstellung von f | V) t> | Vi i^ | V 
durch den Operator 
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« 

s 

r? = — a* 4. — b* 4- — c* 

sich in ähnlicher Weise auch für die neuen Veränderlichen ge- 
winnen läset Zu dem Ende betrachten wir eine beliebige Funktion 

f des Ort^. Dann ist 

df = Vf.dr. 

Andererseits ist aber auch für die krummlinigen Koordinaten ^ t^, ^ 

Wenn wir nun die Vektoren t--, -r-— , j-— mit e, f, g bezeichnen, 

so ist 

dr = ed§ + fdi7 + 8dg 

und, wenn e*, f*, fl* das zu e, f, fl reziproke System von Vektoren 
ist, so ergibt sich für ein beliebiges dt 

Durch diese Relation zwischen df und dt ist aber der Gradient Vf? 
wie wir oben sahen, definiert, also ist 

oder, was auf dasselbe hinausläuft, man kann den Operator V auch 
in der Form schreiben 



^ = Ä'* + ^^ + Ä«*^^ 



und ebenso 



lV = ÄM* + ^lf+^Ifl* = -^(Äf8 + 



fle+^ef). 






Dann muss aber diese Form des Operators ebenso gut auch auf 
««in Vektorfeld 



^) Insbesondere ist daher Vf = «* V»? = T» VS = 9*. ^ 
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P = Pitt + PjB + PaC 
oder ein Flangrössenfeld 

5 = fjBc+f,ca + f8a5 
angewendet werden können. Denn die äussere Multiplikation mit V 
und I V kommt auf die Bildung von Oradienten VP ^^^ ihien Er- 
gänzungen I Vp liinaus, z. B, VP = VPi« + Vp«6 + VPsC 

Wenn man dabei p auf die Vektoren e, f, g und $ auf die 
Flangrössen fg, ge, ef bezieht, so ist bei^der Anwendung des Ope- 
rators V oder | V i^^ zu beachten, dass e, f, g und fg, ge, ef 
keine festen Vektoren und Plangrössen sind, sondern vom Ort ab- 
hängen und daher auch mit differenziert werden müssen. 

In den drei Formeln 

/fd®+yf I Vdr = 
fpd& + fp I Vdr= 

/3fd® + /gf I Vdr==0 

lassen sich die räumlichen Integrale also auch mit krummlinigen Ko- 
ordinaten ^ 97, S ausführen. Man braucht nur für das Baumelement 

7\r ^Y }iv 

dr das äussere Frodukt der drei Vektoren tt^S, "sp^^» xF^^' 
d. h. cfgdgdiydS und für | V den Operator ^ A ^ iL ^• + 
^ ^ , d. h. für | ydr 

einzusetzen. 

Grenzt man ein Gebiet ab durch drei Flächenpaare g und g 
-)-Jg, fj und ij + Afiy g und g-f- Jf, so wird bis auf Glieder 
höherer Ordnung 

Denn für die beiden Flächen g und g + ^g hat man 

/d® =/[(f8)|-(ffl)| + ^ddi?dg 
oder 
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— y d® = f^^ diydgJg + höhere Ordnung 

= -J|- J g J 17 Jg + höhere Ordnung. • 

Da nun /*d® über die Begrenzung eines beliebigen Baumes er- 
streckt jfull ist, 80 folgt, dass 

Senn i¥&re es von Null yerschieden, so müsste für hinreichend 
kleine Werte von A^ Atj^ A^ auch fd® von Null verschieden sein. 
Mit Hilfe dieser Gleichung können wir die Grössen f | V? 
f I V) i( I V <^^ch noch in andere Form bringen. Wir addieren 
5^ * I V> J> I Vj 8f I V die verschwindende Grösse 

ef8 V bg "*" b^ "^ bg y 

» 

maltipliziert mit f oder p oder $ hinzu and erhalten so 



oder 



+w(^t+^*+^^) 



' ' ^ - effl \ b§ ^ hfl ^ bg y 
und die analogen Formeln 

unter $fg usw. den Yektor verstanden, der das äussere Produkt 
der Plangrössen ^ und fg bildet, oder in anderer Schreibweise 

8ff8 = l3fX|f8 = (effl)|8fXc*. 

Man nennt, wie oben schon bemerkt wurde, die Ergänzung von 
f I V den Gradienten der skalaren Funktion f , femer p | V die 
Divergenz des Vektorfeldes )>, — f^ | V dio Botation des Vektorfeldes 



/ 
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I %. Eto haben wir abo den Weg angegeben, mn Owdient, Direr- 
genz und Bolati<m aadi für kmmmlmige Kooidmaten «laEadrfiu^n. 
Als Beispid wollen wir liomliche Polaikooidinaton i^ ^y 9 be- 
trachten, fOr die 

geschiieben werden kann. Daraus ergeben sich 

e = -=— = 8in^co6 9)t + sini^8in9)i-{-co6lM 
dr 

f = -5-^ = rcosl^cos^i-f-roosl^sin^)} — rsin^t 

g = -j— = — rsini^ sin 9)i-{-r8ini^ 0069^1 

dr = dre + d*f + dgjg 
dr . dr = dr" + r«d^ + r« sin« »dq>K 

Denn e.c = 1, f .f = r«, g.g = r«sin«l^, f.g = g.c = e.f = 

und damit 

efg = r«sini> 

e = (e.e)c* + (e.f)f* + (e.g)g* = e* 

f=(f.e)e* + (f.f)r + (f.g)g* = rT 

g = (g.e)c* + (g.f)f* + (g.g)g* = r«sin«^g* 

1 b 



iv-(^f«+^«'+^'0 



Der Oradient einer skalaren Funktion f ist für räumliche Polarko- 
ordinaten also gleich 

._ 6£ . 1 6f 1 6f 

^ br ^""^ r« b^'"^ r«8in«^ htp^ 

Die Divergenz eines Vektorfeldes p wird, wenn 

J) = uc + vf + wg 
am bequemsten durch die Form 
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berechnet. Es ist 

l>ffl = ucfa, pit = vcfg, Jjcf — wcffl* 

und daher, wenn efg = co geschrieben wird, 

^ , „ 1 /bc»u , ba>v , bcDw\ öu . öv . bw . 

U Öß) V boo W bcD 

0} b^ CO bt] * CO b^ 

Wendet man den Operator | V unmittelbar auf p an, so ergibt sich 

und da dasselbe herauskommen muss, wie im ersten Fall, so schliessen 
wir daraus, dass 

u bcö , y bco . w ha} , , . , ,. , , , , , , 

^ TT"*-^ T^ + -^ TT = "<" ^^ + '^^ ' ^^ + '^« ' "^^ 

sein moss. Da u, ▼, w nun aber willkürliche Funktionen von §, tj^ 
g sind, so folgt, dass 

l bco , „ 1 öco . , ^ 1 bcö , „ 

= M V, — - ^:— = f I V, — - ^r?^ = fl I V, 



CO 6g CO bfj CO h^ 

d. h. der Gradient von log 09 ist gleich 

Vlog® = (c I V)e* + (f I V)r + (fl I V)fl*. 
Man kann dies auch unmittelbar einsehen, indem man das 

äussere Produkt 

CO = efj 



differenziert. 








hm de 


^Ö + 11 8^ + ll '^■ 


Nun ist aber/ 






• 



f= ^' 


Öf _ b»t _ öe 

bg bgb/y hjj 


and somit 




ög J>»t öe 
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bo bc. , bc , bc . 

und daraas ^rch Division mit a> 

und analog für tj und g. 

Stehen e, f, g rechtwinklig aufeinander, so wird es von den ma^ 
thematischen Schriftstellern in der Regel rorgezogen, die Vektoren 
statt auf e, f, g auf Vektoren zu beziehen, die den e, f, g parallel^ 
aber von der Länge Eins sind 

e f fl 

An stelle der Masszahlen u, v, w des Vektors 

p = ue + vf + W9 

werden dann u, v, w 

p=ru— L^4-v ^j_ +w ^ 



V^ Vf.f Vfl.fl 

u = u VeTe , vs=vVf.f, w=rw Vg . S eingeführt Bei räumlichen 

Polarkoordinaten z. B. bezieht man sich auf die Vektoren e, — « 

r ' 

^ • Die Masszahlen des Gradienten 



rsini^ . 



_bf_ . 1 bt 1 bf _ bf , JL^lj- 

~ br ^"^ r« b*'"^ r«sin«* hq>^ ~ ^^^ r b* r "^ 



^ 1 öf 9 



werden dann 



rsin^ b(p rsin^ 
bf 1 bf 1 bf 



br' r b*' Tsind' bq> 
und die Divergenz 

. 1 / br'sinfru br'sinl^v ^r'sin^w\ 

^\^ — ItriSTv hi ' ^ ' b^ / 



schreibt sich 
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1 / br*Bini9'a örsinfl'V , 6rw \ 

Sie Symmetrie der Formel wird dadurch freilich gestört 

Die Divergenz des Gradienten einer skalaren Funktion schreibt 
sich V M V ^i^d wird demnach 

l/ ayfffl byffle byfef x 

a>\ bg "^ b^ "^ bg y 

wo 

r-,/ bf ^ , bf-^ , bf 

Hierin hat man die e*, f*, z* durch die e, f, g auszudrücken 

c* = (c*.c*)c + (c*.r)f + (e*.0*)fl 

usw. 
und findet 

Vf = ue + vf + wg, 
-wo 

USW. 

Sann ist 

_-, 1 /b(»ü , bcov , b©w\ 

Sind z. B. e, f, 9 aufeinander senkrdcht, so ist 

e = (e.e)e*, f = (f.f)f*, fl = (8.fl)fl' 
und daher 

CD bf o bf CD bf 

CDU = -=--, CDV =z--E"5r-? ^W = IT?' 

e.c bg' f.f hfl' g.gbg 

Für räumliche Polarkoordinaten z. B. hat man demnach 

' r'smfrLbr \ br/ ' bö-V b^/ * sm^-by^J' 

für Zylinderkoordinaten 

r = r cos 9 1 + r sin 9) j + zf 
e = cos9)i + sin9)j[, f = — rsingpi + rcoagpi, g = I 

efg = r 
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e.e=l, f.f = r», 8.fl = l, f.g = a.e = e.f = 



wird 



^*i ^ 1 6 / M\ , 1 6«f , ö»f 



09)) 

Die Rotation des Vektorfeldes | ^ berechnet man aus ^en Mass- 
zahlen von S in bezug auf fg, ge, ef 



1 



b . . . . . . b 



S I V = — iTFCö^^f— ®fjfl) +i^(<»fifl — »fs«) 



CO Lög^-^*«' /^'»'*' ' hfl 



§ 12. Regeln für den Operator V- 

Der Gebrauch des Operators V unterliegt einer Reihe von 
Regeln, die wir hier zusammenstellen woUen: 

(1) V(f + g) = Vf+Vg, 

wo statt der skalaren Funktionen f und g auch zwei Vektoren oder 
zwei Plangrpssen gesetzt und die Produkte mit V ^ äussere Pro- 
dukte au^efasst werden. Wenn f und g skalare Funktionen sind, 
so haben wir eine Yektorgleichung, wenn Vektoren dafür einge- 
setzt werden, so haben wir eine Gleichung zwischen Plangrossen, 
und wenn Plangrössen eingesetzt werden, so ist es eine Gleichung 
zwischen skalaren Grössen. Die Regel bleibt auch bestehen, wenn 
an Stelle von V die Ergänzung | V gesetzt wird und auch wenn 
die Faktoren auf beiden Seiten vertauscht werden 

(f + g)| v = f I V + g| V. 
Sie bleibt ebenfalls richtig, wenn links und rechts die Ei^f&nzangen 
der Produkte genommen werden. So folgt z. B. aus 

V(f + fl) = Vf + V9, 
dadurch dass man die Ergänzungen nimmt 

VX(f + 8) = VXf + VXfl. 
Femer • 

(2) V(fg) = (Vf)g + f(Vg). 
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Diese Foimel bleibt richtig, wenn man für die skalare Funk* 
üon g einen Yektor oder eine Plangrösse einsetzt und die Pro- 
dokÜB der Vektoren oder Plangrössen mit dem als Yektor betrach- 
teten Operator V als äussere Produkte auffasst Man beachte in- 
dessen wohly^dass die Formel nicht mehr richtig ist, wenn für f 
ein Yektor f eingesetzt wird, während g eine skalare Funktion 
bleibt Dann lautet die richtige Formel 

V(fg) = (Vf)g-f(Vg), 
die man aus ' 

V(f8) = (V*)9 + f(V9) 

unmittelbar ableiten kann, wenn man in dieser Gleichung f durch 
g und g durch f ersetzt. Sie geht dann über in 

V(gf) = (Vg)f + g(Vf). 

Auf der linken Seite kann man gf in fg verwandeln und auf der 
rechten Seite g(Vf) iii (Vf)gj al>ör (Vg)f ändert das Yorzeichen, 
wenn man die beiden Faktoren miteinander vertauscht Man kann 
das Minuszeichen auch so verstehen, dass in dem zweiten Oliede 
der rechten Seite von 

V(fg) = (Vf)g-f(Vg) 

die Beihenfolge der Yektoren V und f vertauscht ist, was durch 
das Minuszeichen wieder kompensiert wird. 

Auch wenn für f und g zwei Yektoren f und g eingesetzt 
wierden, bleibt die Formel richtig; aber auch hier ist auf der rechten 
Seite das Minuszeichen zu setzen 

V(f9) = (Vf)8-f(Vfl). 
Von den vier Gleichungen (2), die wir im ganzen gewinnen, ist 
die ursprüngliche, wo f und g skalare Funktionen sind, eine Yek- 
torgleichung; die zweite, wo für g ein Yektor eingesetzt wird, ist 
eine Plangrössengleichung. Die anderen beiden endlich, wo für g 
eine Plangrösse und die, wo für f und g zwei Yektoren eingesetzt 
werden, sind skalare Gleichungen. 
Die Plangrössengleichung 

V(f9) = (Vf)8 + f{V8) 
können wir durch Übergang zur Ergänzung, indem wir das vek- 
torielle Produkt einführen, auch schreiben 



1 



108 Differenziation and Integration 

VX(f9) = (Vf)X8 + f(VXg). 
Ebenso können wir die beiden skalaren Gleichungen 

V(f®) = (Vf)® + f(V®) 
und . 

V(ffl) = (Vf)fl-f(V8) 

durch Einführung der Ergänzung von ® (die mit g bezeichnet 
werde) und des skalaren Produktes in der Form schreiben 

V.(f9) = (Vf).fl + f(V.fl) 
und 

V.ffXfl) = (VXR.fl — f.(VX8), 

indessen tritt dadurch die Analogie in ^en vier Gleichungen nicht 
so deutlich her\ror. 

Statt des als Yektor zu behandelnden Operators V können wir 
auch die Ergänzung einführen, den als Plangrösse zu behandelnden 
Operator | V' Wir bekommen dann ebenfalls eine Gleichung für 
das Produkt der skalaren Funktionen f und g und drei daraus ab- 
geleitete Gleichungen, in denen für einen der Faktoren ein Vektor 
oder eine Plangrösse und eine Gleichung, in der für f sowohl wie 
für g eine Plangrösse gesetzt ist Der wesentliche Inhalt dieser vier 
Gleichungen liefert aber nichts Neues, wovon man sich leicht über- 
zeugt. 

Eine dritte Eigenschaft des Operators V erhalten wir durch 
äussere Multiplikation der beiden Operatoren V ^^^ I V* ^& ^^^ 
eine Operator als Yektor, der andere als Plangrösse zu behanddfn 
ist, so wird ihr äusseres Produkt ein skalarer Operator 

V I V = v-v. 

Auf eine skalare Funktion f angewendet, ergibt er die Diveigenz 
des Gradienten von f. Man pflegt diesen Operator mit dem grie- 
chischen Buchstaben Delta 

A 

zu bezeichnen. Auf ein zu sich selbst reziprokes System i, j, t be- 
zogen ist • 

'' = (n'+^i+5^')(tj'+^i+Ä') 
_ y y h* 
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Auf ein beliebiges System yon festen oder veränderlichen Yektoren 
bezogen, haben wir, wenn der Ortsvektor r 

r = ge + iyf + gq 

ist, wie schon oben abgeleitet wurde 

Jf = Vf|V = -(-^ + -^ + -^g-j, 
wo u, V, w durch die Gleiohimg 

definiert waren. ' Man erhält also den Ausdruck für den skalaren 
Operator in den Yeränderlichen §, 9;, S, wenn man in dem Aus- 
druck für AI den Buchstaben f, wo er in u, v, w vorkommt, fortlässt 
• Durch den Operator J = V I V = V . V ^ird aus einer be- 
liebigen Ortsfunktion f eine neue Ortsfunktion Ai erzeugt Wir 
werden weiter unten die Frage behandeln, ob man auch umgekehrt 
zu einer skalaren Funktion f gelangen kann, wenn man für Jf 
eine beliebige Ortsfunktion vorschreibt. 

Wird der Operator A auf ein Vektorfeld d angewendet, so ist 
zu beachten, dass wir A^ nicht gleich 

(V«) I V 
setzen dürfen. V^ ist eine Flangrösse und | V ist auch als Flan- 
grösse zu behandeln. Nach der Analogie der oben abgeleiteten Formel 

(pq) I »> = (»)Xq)Xp = (p I ^)^-{^ I rtt) 
erhalten wir hier 

(V«)| V = (V| V)«-(«| V)V 
oder 

4« = (V I V)« = (V«)| V + V(«| V). 

Auf den Vektor % angewendet, liefert also der Operator J = V I V 
die Summe zweier Vektorfelder, die beide vom Koordinatensystem 
unabhängig sind. Das eine wird durch das äussere Produkt der 
beiden Plangrössen Sf% und | V gebildet und lässt sich auch als 
yektorielles Produkt schreiben 

(VX«)XV, 
das andere ist der Gradient der Divergenz j9 | V des Vektorfeldes 
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§. Der Fall, wo der Operator A auf eine Plangrösse angewendet 
wird, möge auf den eines Yektors zurückgeführt werden, indem man 
die Ergänzung einführt. Da A skalar ist, so ist die Ergänzung von 
Jg auch gleich dem Ergebnis des auf die Ergänzung von ^ an- 
gewendeten Operators. 

§ 13. Anwendung auf das OravitationspotentiaL 

Das Potential der Gravitation von Materie, dip mit endlicher 
Dichte über den Baum verteilt ist, lässt sich in der Form eines 
räumlichen Integrals darstellen 



f 



dr, 
r 



wo dr ein Yolumelement, q die Dichte an der betreffenden Stelle 
und r die Entfernung diesei Stelle von dem Punkt P, für den das 
Potential berechnet werden soll. Die Oravitationskonstante ist dabei 
gleich 1 gesetzt Das Integral ist über alle Baumteile zu erstrecken, 
wo sich Materie befindet Wir wollen annehmen, dass «e auf einm 
endlichen Teil des Baumes beschränkt ist Das Integral 

y Adr 

werde mit f bezeichnet f ist also eine skalare Ortsfunktion und 
— f ist das Gravitationspotential im Punkte P. Wird der Punkt P, 
in dem wir uns die Masseneinheit konzentriert denken, um dt ver- 
schoben, so ist die Änderung des Potentials gleich dem skalaren 
Produkt 

— Vfdr. 

Das Yorzeichen dieses Ausdrucks bedeutet, wenn es positiv is^ dass 
Arbeit aufgewendet wird, um die Yerschiebung gegen die Anzie- 
hung^ bewirken; wenn es negativ ist, dass Arbeit bei der Yer- 
schiebung gewonnen wird. Das Kraftfeld ist daher durch 

vf 

gegeben. 

Für f setzen wir seinen Wert ein und erhalten 
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Tfo t den Yektor bedeutet, der Ton dem materiellen Teilchen ^dr 
za dem betrachteten Punkte hinführt Denn der Gradient Vf setzt 
sich aus der Summe der Graciienten jedes einzelnen ElementB^ 

— dr zusammen, und um den Gradienten hiervon zu bilden, hat 

man, da ^dr konstant ist, nur V — = S" Vr zu bilden. Aber 

Vi* hftt die Richtung von r und die Länge Eins und ist daher 

X 

gleich — . Das Kraftfeld ist durch diese Formel sowohl für Punkte 
r 

ausserhalb wie für Punkte innerhalb der Materie gegeben. 

Wir integrieren nun den Vektor yf über die Begrenzung 

eines beliebigen Baumes und erhalten, indem wir die Reihenfolge^ 

der Integrationen vertauschen 



/v,.» = -/,)/^}<..^ 



Das innere Integral ist dabei für jeden Punkt der anziehenden Ma- 

terie auszuführen. Nun ist -^ rd® gleich dem Inhalt des Kegels,: 

der seine Spitze in dem materiellen Teilchen und d® zur Basis 

hat, negativ oder positiv gerechnet, je nachdem das Teilchen auf 

1 rd® 
der positiven oder negativen Seite von d® liegt -ö"~zä — ^* daher 

gleich dem Inhalt des auf die Länge Eins reduzierten Kegels po- 
sitiv, wenn man von dem Teilchen aus auf die negative, d. h. nach 
aussen gekehrte Seite von d& blickt Liegt nun das Teilchen ausser- 
halb des Raumes, über den das Integral 

'rd® 



/' 



r» 

erstreckt wird, so wird jeder unendlich schmale Kegel, der von 
ihm ausgeht, die Begrenzung des Raumes entweder überhaupt nicht 
oder in ebensovielen Elementen d® von der einen wie von der 
anderen Art treffen, deren Beiträge sich somit aufheben werden. 
i)aa Integral wird daher in diesem Fall Null sein. Liegt das Teil- 
chen dagegen im Inneren des Raumes, so wird jeder dieser Kegel 
die Begrenzung des Baumes entweder in einem negativ zu rech- 



\ 
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nenden Element i® oder darüber hinaas noch in ebensoviel po- 
sitiy wie negativ zu rechnenden Elementen d& treffen. Daher wird 
der Gesamtwert des Integrals 

xd® 



¥f- 



r» 

in diesem Falle gleich dem mit dem negativen Zeichen genom* 
menen Yolomen der Engel vom Badius Eins 

4 



F^' 



1 fxd® _ 
3 J r« ~ 

Setzen wir diesen Wert des inneren Integrals ein, so wird 

fs7fd® = 4:3tjQdry 

wo rechts nur die materiellen Teilchen im Integral zählen, die im 
Innern des Baumes liegen, über dessen Begrenzung das Integral 
der linken Seite erstreckt wird. Mit anderen Worten 

ist gleich *der Materie, die in dem Baume liegt, über dessen Be- 
grenzung integriert wird. 

Verwandelt man das Integral nach Formel (3) § 8 in ein 
Baumintegral, so ist also auch 



-i7r/^'^^=/<"*^' 



wo beide Integrale über denselben beliebig gewählten Baam er- 
streckt werden. Mithin ist 

M 

Denn wäre an irgendeiner Stelle — -j — von o verschieden, so 

könnte man den Integrationsraum so einschränken, dass auch die 
Integrale über die beiden Grössen voneinander verschieden wären. 
Überall, wo (> = ist, muss auch At = sein. 
Die skalare Funktion 

führt also durch die Divergenz des von ihrem Gradienten gebildeten 
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Vektorfeldes auf eine skalare Fanktion, die sich von der Dichte q 
nur um den konstanten Faktor — 4jr unterscheidet 

Dieses physikalische Bild lehrt uns auf anschaulichem Wege 
das mathematisch schon erkannte Resultat, dass Af eine skalare 
Ortsfunktion ist Aber es lehrt noch mehr. Es zeigt uns nämlich, 
wie man auch umgekehrt, wenn /If als Ortsfunktion gegeben ist, 
eine skalare Funktion f dazu finden kann. Man braucht sich nur 
eine Materie über den Baum verteilt zu denken, deren Dichte q gleich 

9 ^^t 

angenommen wird. Wir binden uns dabei nicht daran, dass q po- 
sitiv sein soll. Negative Werte von q bedeuten uns dann Materie, 
die andere Materie mit positiver Dichte nicht anzieht, sondern ab- 
stösst Mit dieser Ortsfunktion q wird jetzt die skalare Funktion f 

gebildet 

Freilich gibt uns das physikalische Bild keine Antwort auf die 
Frage, ob es etwa noch andere Ortsfunktionen f geben könnte, für 
die AI die gleiche Ortsfunktion wäre wie At Ein zu f hinzutreten- 
des skalares Produkt r . a des Ortsvektors r mit einem beliebigen kon- 
stanten Vektor a würde dem Kraftfeld V^ ^^^ ^^^ konstanten 
Yektor a hinzufügen und daher an Jf = V^ I V nichts ändern, 
das ist auch physikalisch unmittelbar klar. Aber gibt es auch, ab- 
gesehen davon, noch weitere skalare Funktionen f? 

Um diese Frage zu untersuchen, bilden wir die Differenz u = 
f — f zweier skalaren Funktionen, die auf dasselbe q führen. Dann 
muss Vu I V ^11^ ganzen Baume verschwinden. Die Frage ist nun, 
was man daraus in bezug auf u schliessen kann. 

Wir betrachten das Vektorfeld uV^- 

Die Divergenz dieses Vektorfeldes uV^i I V oder, wie wir 
auch schreiben können, V I (u V^) oder V(n | Vu) ist nach dem 
Obigen uVu | V = V(u | Vu) = Vu | Vu + u(V | Vu). 

Nun soll V I V^ = V^ I V = sein, also 

uVu I V = Vii I V^ 
Nach der Formel (2), § 8 erhalten wir somit für das Baumintegral 

Bange, Vtktomuüyala. I. 8 
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über V^ I V^j indem wir für den Vektor p den Vektor nV« 
einsetzen, 

JS7VL I Vudr =y(uVu) | Vdr = — ^uynd®. 

Erstrecken wir nun das Oberflächenintegral über die Oberfläche 
einer Kugel, die mit einem sehr grossen Radius 1 um einen Punkt 
konstruiert wird, und setzen wir von f und i und damit auch 
von u voraus, dass sie mit wachsendem 1 von der Ordnung 
Ijl klein werden, so wird der numerische Wert, von Vn von der 
Ordnung IjP und der von uV^ mithin« von der Ordnung 1/R Da 
aber die Oberfläche der Eugel von der Ordnung P ist, so wird das 
Integral von der Ordnung 1/1, d. h. mit wachsendem 1 beliebig klein. 
Daraus folgt, dass 

im ganzen Baume Null sein muss. Denn als Quadrat des numeri- 
schen Wertes von Vn kann es nirgends negativ sein. Wäre es 
also irgendwo von Null verschieden, so -könnte das Raumintegral 

Vn I Vid^ 

über eine hinreichend grosse Kugel erstreckt, nicht beliebig klein 
werden. Aus Vn | Vn = folgt V^ = ^uid daraus 

du = SJn.dx = 0, 
d. L u = konstant 

Wenn wir also verlangen, dass die gesuchte Funktion, f in der 
Entfernung 1 wie 1/1 klein werden soll, so gibt es eine und nur 
eine solche Funktion, für die At eine vorgeschriebene Ortsfunktion 
ist Mit anderen Worten, unter dieser Einschränkung ist der Ober- 
gang von einer beliebigen Ortsfunktion f zu der Ortsfunktion Jf 
eindeutig umkehrbar, es ist 

4xJ r 



/ 



§ 14. Der Oreensche Satz. 

Ist f eine skalare Funktion und p ein Vektorfeld, so ist, wie 
wir oben fanden, 

f») I V = S7'ip = Vf-»> + fV.»), 
und daher nach dem ümwandlungstheorem Formel (2), § 8 
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fipd®+fs7i'pdT+ffS7'pAr = 0. 

Hier möge nun für p der Gradient einer skalaren Funktion g 
gesetzt werden, so ergibt sich 

yfVgd®+/vf.VgdT+/fzlgdT = 0. 

Vertauschen wir in dieser Gleichung f und g und ziehen die 
neue Gleichung von der ursprünglichen ab, so erhalten wir 

/(fVg — gVf)d® +/(Mg — gJf)dT = 0. 

Dieses Theorem heisst der Greensche Satz. 
Wir wollen von ihm eine Anwendung auf eine Funktion f 
machen, die in dem ganzen Integrationsgebiet der Bedingung 

Jf = 
genügt 

Es ist dann 

/(f Vg — gVf)d® +/f Jgdr = 0, 

wo g beliebig bleibt 

Es sei nun die Aufgabe, f in irgendeinem Punkte P im Innern 
des Iiitegrationsraumes zu berechnen, wenn f und Vf &uf der Be- 
grenzung gegeben sind. * 

Zu dem Ende denken wir uns P in einen sehr kleinen Kaum 
▼cm Volumen s eingeschlossen und wählen Jg so, dass es im 
Innern dieses kleinen Raumes den konstanten Wert — 4txQ habe, 
während es in den übrigen Punkten des Integrationsraumes ver- 
^hwindet Das Integral 

ftAgdr 

braucht dann nur über den kleinen Raum erstreckt zu werden und 
ergibt sich gleich 

— 4jrp /fdr = — AxQst, 

wo f den Mittelwert von f in dem kleinen Räume bezeichnet 
Wird nun f als stetige Funktion des Ortes vorausgesetzt, so ist in 

/fdT = f£, 

der Mittelwert f beliebig wenig von fp dem Werte von f im Punkte 
P verschieden, wenn £ hinreichend klein angenommen wird. Für g 
können wir nach dem Obigen 

8* 
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/^ 



setzen. Wir ziehen nun den kleinen Baum um den Punkt P zu- 
sammen, in dem wir zugleich q so wachsen lassen, dass p £ = 1 bleibt. 
Dann geht 

in — 4 jrfp 

und g in 

r 

über, wo r den Abstand vom Punkte P bedeutet, und damit er- 
halten wir 

/[f V (4-)— 7""^ *] ^®- *^*i* = <>• 

D. h. der Wert der Funktion f im Punkte P lässt sich durch eia 
Integral über die Begrenzung des ursprünglichen Integrationsraumes 
ausdrücken, das wir berechnen können, sobald f und Vf &uf der 
Begrenzung gegeben sind. 
Würden wir g gleich 

— + gi 

setzen, wo g^ eine skalare Funktion ist, die in dem ganzen Inte- 
grationsraum der Bedingung 

Jgi = 
genügt, so würde 

/(fVg — gVQd® 

denselben Wert haben wie f ür g = — und wir würden daher eben- 
so wie vorher den Wert fp auch durch das Integral 

fF=-^/(fVg-gVf)d® 

berechnen können. Wir könnten Jg^ dabei ausserhalb des Integra- 
tionsraumes irgendwelche Werte geben, wenn nur im Innern des 
Integrationsraumes ^g^ = bleibt 

Gelingt es, die Werte von ztg^ ausserhalb des Integrations- 
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ranmes so aDzanehmen, dass auf seiner Begrenzung g konstant ist, 
so vereinfacht sich die Berechnung von fp und es wird 



). 



'-=-i-/*^s^®' 



so dass die Werte yon f aDein auch ohije V^ schon hinreichen, 
um die Berechnung von fp auszuführen. Denn der zweite Teil des 
Integrals wird 

und nach Formel 2, § 8, ist 

— /Vfd® =fAtdt, 

was infolge der Bedingung Jf = vörschwindet 

Will man z. B. in einem Punkte P im Innern einer Engel 
vom Radius a die Funktion f aus ihren Werten auf der Oberfläche 
der Engel berechnen, 
80 gelingt es auf fol- 
gende Weise die Funk- 
tion g zu bestimmen. 
Sei a der Vektor, der 
vom Mittelpunkt M in 
der Richtung von P zu 
einem Punkte A der 
Engeloberfläche führt 
undJla(2<l) der Vek- 
tor, der vom Mittel- 
punkt bis zu P führt, so 

führt der Vektor — a 

über die Engel hinaus 

bis Q (Fig. 27). Sei femer 6 der Vektor von M bis zu einem Punkte 

B der Eugeloberfläche, so ist 




Fig. 27. 



PB« = (b — Xa).{i — Xa) = a.a — 2ia.b + I>a.a 
QB3=(b-^a).(b-^) = a.a-^a.b + i,a.a, 
da 16 . b = a . a ist Folglich ist 
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PB« = ;i«QB«, 
Setzen wir also ' 

_ JL 1_ 

wo r den Abstand von P, r^ den Abstand von Q bedeutet, so wird 
g auf der Engel verschwinden. Vg stellt das Kraftfeld einer an- 
ziehenden Masse 1 in F und einer abstossenden Masse IfJl in Q 
dar. A g wird also tiberall ausser in den beiden Punkten selbst ver- 
schwinden und — 4 "5 — wird überall im Innern der Kugel ver- 
schwinden. 



Mithin ist * p = T^ /f Vgd®. 



§ 16. Der Zusammenhang zwischen einem Yektorfelde 

und seinem Wirbel. 

Wir haben oben den Übergang von einem beliebigen Yektor- 
felde f zu dem Yektorfelde 

8 = VXf 

dem Wirbel oder Botor von f betrachtet Wir wollen jetzt umge- 
kehrt untersuchen, ob zu einem gegebenen Yektorfelde g ein Yektor- 
feld f so gefunden werden kann, dass 

9 = VXf 
ist Zu dem Ende bilden wir 

gXV = (VXf)XV = (V I V)f — V(f I V) 

und legen dem gesuchten Yektorfelde f zunächst die weitere Be- 
dingung auf, dass seine Divergenz f | V Null sein soll. 
Dann ist 

8XV = (V| V)f. 

Die oben abgeleitete skalare Oleichung 

f J-rivlv)l,, 

4txJ r 

lasst sich nun ohne* weiteres zu der Yektorgleichung 
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erweitern, da sie für jede Masszahl des Vektors gilt, wenn wir ihn 
aus drei festen Vektoren numerisch ableiten. Hierin setzen wir für 
(V I V) f den Ausdruck g x V ein und erhalten somit 



AiXj r 



Wenn das Vektorfeld f die Bedingung nicht erfüllt, dass die 
Divergenz f | v verschwindet, wenn aber diese Divergenz bekannt 
ist, so bestimmen wir eine skalare Punktion u, so dass, wenn der. 
Gradient von u zu f hinzugefügt wird, die Divergenz des so ent- 
stehenden Feldes f 

f = f + Vu 
verschwindet 

(f + ^u)! V = oder Vu | V = — f | V, 
also 

fiv 






dr. 



Dann kann f, wie eben gezeigt, gefunden werden. Denn es ist 

8= VXCf— Vu) = Vxf; 



und somit 



und 



4jrJ r 

, 1 f VX8 j ^ 

4jrJ r 



Hit anderen Worten, wenn von einem Vektorfelde f der Rotor 
g = V X f und die Divergenz f | V gegeben ist, so lässt sich f 
in der angegebenen Weise berechnen. 

Es wurde schon oben erwähnt, dass, wenn f der Geschwindig- 
keitsvektor einer inkompressibeln Flüssigkeit ist, der Rotor die 
doppelte Drehungsgeschwindigkeit darstellt In diesem Falle ist die 
Divei^enz von f gleich Null und daher 



'=it/^'- 



Das Rotorfeld, das aus dem Oeschwindigkeitsfeld durch die 
Operation VXf gewonnen wird, bestimmt also auch umgekehrt 
das Geschwindigkeitsfeld. Und zwar wird f in ähnlicher Weise aus 
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VXg, dem Botor des Botors abgeleitet, wie eine skalare Fank- 
tion aus der Divergenz des Feldes ihres Gradienten. 

Wenn die Divergenz des Vektorfeldes f nicht Null ist, so tritt 
bei der Ableitung von f aus dem Botor des Botors noch ein Gra- 
dient hinzu, der sich aus der Divergenz von f bestimmt 

f 

§ 16. Skalares Potential, Yektorpotential und 

Plangrössenpotential. 

Neben dem Integral 

durch das, wie oben gezeigt wurde, das Potential der Gravitation , 
einer über den Baum verteilten Materie ausgedrückt wird, ^Sli^ 
bei manchen Betrachtungen der Physik noch zwei andere auf, die 
gerade so gebildet sind, nur mit der Änderung, dass an Stelle der 
Skalaren Funktion q ein vom Ort des Elementes dr abhängiger 
Yektor )f oder eine Plangrösse ^ tritt Es verlohnt sich die drei 
Integrale "^^^^^ 

gemeinsam zu behandeln. In allen dreien bedeutet r die Entfernung 
des Elementes dr von einem Punkte A und alle drei sind Funk- 
tionen des Ortes von A, und zwar ist das erste eine skalare Orts- 
funktion, das zweite ein Vektor, das dritte eine Plangrösse. In den 
drei Integralen ist aber nur r von dem Orte von A abhängig, (», 
)>, ^ dagegen hängen nur von dem Orte des Baumelementes dt-, 
nicht Yon dem Orte von A ab. Aus den drei Integralen f, f, % 
leiten wir drei neue Integrale ? | V» f I V» 5 I V ab 

r I V =/(.(i- 1 v)dr, f I V =/»»(7 I v)dr, 



afi V=/?(7l v)dT, 



WO für — I V auch die Ergänzung von 
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geschrieben werden kann, wenn r den Vektor bedeutet, der vom 
Punkte A zu dem Element dr hinführt f | V bedeutet somit die 
Ei^änzung der Kraft fi 

mit der dde im Punkte A gelegene Masseneinheit yon der über den 
Raum verteilten Masse angezogen wird (dabei ist wie oben die Ora- 
vitationskonstante gTeich 1 angenommen). Auch für f | V ^i^d 
^ I V wollen wir zwei Beispiele physikalischer Bedeutungen an- 
führen. Es ist 

.(i I v) = ^ ^d ,(i I v) = »ii. 

Bezeichnen wir die Ergänzung von $ mit )>, so können wir für 
9 I r auch pxx schreiben, so dass 

Ist ))dr das magnetische Moment des Elementes dr, so ist — ~- dr 

sein magnetisches Potential im Punkte A, — f | V stellt also das 
magnetische Potential iax.9 wenn p das auf die Yolumeinheit be- 
rechnete über den Raum verteilte magnetische Moment bedeutet 

^-r — dr ist die magnetische Feldstärke, die von einem statio- 

Bären Stromelement ^jdr im Punkte A hervorgerufen wird. — Of I V 
stellt also die magnetische Feldstärke dar, wenn p den auf die Yo- 
lumeinheit berechneten elektrischen Strom bedeutet, der über den 
Baum verteilt ist 

Die Entfernung r kann sowohl als Ortsfunktion des Ortes von 
A wie als Ortsfunktion des Elementes dr betrachtet werden. Im 
ersten Fall fanden wir 

Im zweiten Fall bezeichne y den entsprechenden Operator. Dann ist 

1 ,_ , r 

Denn da die Endpunkte des Vektors r ihre Bollen vertauschen, 
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wenn y an Stelle Yoa V tritt, so ist r in — t zu verwandeln. Wir 
können also in den Integralen für f | V, f | Vi t^ I V den Aus- 
druck — . I V durch I V ersetzen und haben 

r ' i: 

f I V =-/(»(^ I =7)dr, f I V = -fp{j I v)dr, 

Nun ist p(- 1 v) = J- I V — -(P I V) 

und analog p(-^ | y j = |- | y — -(p | v) 

*(7lv) = 7lv-Y(¥lv). 

Somit lässt sich jedes der Integrale als Differenz zweier schreiben, z. B. 

f|V=/4^dr-/f|vdr. 

In den anderen beiden Fällen ist statt q zu schreiben p oder $. 
Die Integrale beziehen sich auf den ganzen Baum. Wir wollen nun 
aber annehmen, dass, wenn über einen hinreichend grossen Baum 
integriert wird, eine beliebig genaue Annäherung erzielt wird. Das 
zweite Integral können wir dann nach den obigen Theoremen in ein In- 
tegral über die Begrenzung des Baumes verwandeln und finden z. B. 

f|V=/4^dr+/fd@. 

Nun werde weiter angenommen, dass die Funktionen (>,)>, ^ für 
einen hinreichend weit entfernten Ort so klein werden, dass die 
Oberflächenintegrale • 

für einen hinreichend grossen Integrationsraum beliebig klein wer- 
den. Dazu ist nur erforderlich, dass (>, p, $ in der Entfernung von 

höherer Ordnung als — klein werden. Unter dieser Voraussetzung 
ist demnach: 
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Jedes dieser drei Integrale kann also in doppelter Form dargestellt 
werden. Die zweite Form ist dieselbe wie die der Integrale f, f , & 
selbst, bei denen im Nenner die erste Potenz von r im Zähler eine 
Ortsfunktion des Ortes des Elements dr steht, die unabhängig ist 
von dem Orte von A. Die magnetische Feldstärke — iJ | V eines 
mit der Stromdichte | ? = <> über den Raum sich verteUenden 
Stromes ist hiemach also auch in der Form 



_yilV d, oier'p-^Ur 



/ 



darstellbar und das magnetische Potential in der Form 



-/ 



:^dT. 



Sind 9 und f) Ergänzungen voneinander, so sind auch die In- 
tegrale 1$ und f Ergänzungen voneinander. Anstatt f | V kann man 
daher auch | 5 | V oder, was dasselbe ist, 5 V oder auch V 5 
schreiben, und anstatt 5 | V kann man die Ergänzung von f V oder 
was dasselbe ist — V X f schreiben. Ebenso können wir unter dem 
Integralzeichen statt p | y auch y ? ^d statt ^ | v ^^^ch — V X p 
schreiben und erhalten somit 

V. f =y*Zl$ dr oder V % -=f^ dr und V Xt =f^^dr. 



Kapitel IIL 

Tensoren. 

§ 1. Die affine Transformation des Raumes. 

Seien a, 6, c drei beliebig« voneinander unabhängige Vektoren, 
so dass sich ein beliebiger Yektor r aus ihnen numerisch ab- 
leiten lässt 

r = xa + yb + 2c. 

Wir wollen uns den Vektor r von einem festen Funkt bis zu 
einem veränderlichen Punkt B abgetragen denken, so dass die Mass- 



tr 



's^/'f' 



\ 
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zahlen x, y, ^ des Vektors zu^eioh die Koordinaten des Ponktes 
B in (^ezug auf die Einheitsvektoren a, 6, c sind. 

Nan denken wir uns eine Transformation des Baumes, bei der 
der Punkt fest bleibt^ während der Punkt B in einen neuen 
Punkt B' übergeht Dieser wird von au§^ durch den Viktor 

r'=xc + yf + z8 ^ 

erreicht, l^^ep aus den drei numerisch voneinander unabhängigen 
Vektoren e, f, g^^ie im übrigen ganz beliebig sindNdurch dieselben 
Masszahlen x, y, z a^g^teitet wjxd ,'Wie r aus a, j^ c tA-^vÄA^^^ 

Wir nennen das eine affine Iransformätion des Baumes. Der 

Vektor, der von irgendeinem Punkte B zu einem anderen S führt, 

'' hängt 'mit dem Vektor, der von dem transformierten Punkt B' zu 

dem transformierten Punkt S' führt, ebenso zusamm^ wie r mit 

r'. Denn bezeichnen wir die Vektoren OB und OS mit 

x,a + yrb + ZrC und Xaa + yaB + z,c, 
so wird BS = OS — OB ausgedrückt durch: 

K^^' (x, — x,)a4-(y. — y,)b + (z. + zr)c, 



k'n' 



^.»'^jbalog wird RS 
• .-^'' "" (3^ — Xr)e + (y. — y,)f + (z.— z,)fl, , 

d. h. dieselben Masszahlen, die BS aus a, b, c ableiten, leiten B'S' 
aus e, f, g ab, oder wie wir auch sagen können, bei der affinen 
Transformation des Baumes geht ein Vektor, der aus o, b, c nume- 
risch abgeleitet ist, in den Vektor über, der aus e, f, g durch die- 
selben Masszahlen abgleitet wird. Vier Punkte P, Q, B, S, die ein 
Parallelogramm bilden, müssen daher nach der Transformation wie- 
der ein Parallelogramm bilden. Denn, wenn derselbe Vektor von P 
nach Q und von B nach S führt, so muss der transform ierte Vek- 
tor von F nach Q' und zugleich von B' nach S' führän/ Allgemeiner' 
kann man sagen, wenn ^i, f},, .\. . ))b irgendwelche Vektoren sind, 
zwischen denen eine Vektorgleichung 

Mi + a2l>2H hanpn = 

besteht, so muss zwischen den transformierten Vektoren p/, ^^^ ... 
))n' dieselbe Vektorgleichung 

bestehen. Denn, wenn wir p^, p2 • • - t'n durch a, b, c ausdrücken, so 
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• 

muss die Vektorgleichung in a, b, c identisch e rfüllt sein, weil a, 
%, c numerisch voneinander unabhängig Toiausgesetast sind. Folglich /^^/aJl 
bleibt sie auch ejfüllt, wenn wir a, b, c durch e, f , g er^afit&ßii, ±J^^ 
wenn wir zur transformierten Yektorgleichung übeigßhenApvenn 
insbes^d^gjswei Strecken die gleiche Richtung, aber ein beliebiges 
Lä^Snyeraältnis haben, so werden die transformierten Strecken 
ebenfalls gleiche Richtung und dasselbe Längianverhältnis haben. 
Denn, wenn p^ und p^ die betreffenden Vektoren von gleicher Rieh- 
tang sind und a ihr Längenverhältnis, so ist 

und dieselbe Gleichung muss zwischen den transformierten Vek- 
toren bestehen. Drei in einer Oraden liegende Punkte müssen da- 
her auch nach der Transformation in einer Geraden liegen und die 
Abschnitte zwischen ihnen müssen dasselbe Verhältnis haben wie vor- 
her. Vier in einer Ebene liegende Punkte müssen auch nach der 
Transformation in einer Ebene liegen. Wenn wir von einem der vier 
Funkte nach den anderen dreien Vektoren ziehen pi, ))2, )>3 und es ist 

80 gilt dieselbe Relation für die transformierten Punkte. D. h. wenn 
wir den ersten Punkt zum Anfangspunkt eines Koordinatensystems 
und pi und p^ zu Einheitsvektoren machen^ die zu zwei von den 
anderen Punkten führen, so sind a^ und 
a, die Koordinaten des letzten Punktes 
in diesem System (Fig. 28). Machen wir 
dieselbe Konstruktion für die transfor- 
mierten Punkte, so bleiben die Koor- 
dinaten in dem transformierten System 
die gleichen. Die Parallelen, die wir durch 
den vierten Punkt zu den Verbindungs- 
linien des ersten Punktes mit dem zweiten und dritten ziehen, schneiden 
auf diesen Geraden Längen ab, deren Verhältnisse zu den Verbin- 
dungslinien selbst bei der Transformation unverändert bleiben. 

. Im Räume können wir eine analoge Konstruktion machen. Wir 
denken uns fünf Punkte. Einen wählen wir zum Anfangspunkt und 
ziehen vier Vektoren p^, p^^ )>,) t'i ^^^^ ^^^ anderen vier Punkten 
und setzen p^^ ))„ p^ voneinander unabhängig voraus. Dann ist 
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Pi = ^iPi + ^Pi + ^bPs 
and a^, a^ a, sind die Koordinaten dee f&nften Panktes in einem 
System, dessen Anfangspunkt im ersten Punkt liegt und dessen 
Einheitsvektoren vom Anfangspunkt zum zweiten, dritten und vierten 
Punkt hinführen/ Dieselbe Konstruktion bei den transformierten 
Punkten 7uhrt auf dieselben Koordinaten a^, a,, a, des transformierten 
fünften Punktes in dem transformierten System. 

Wir können uns ein Bild von der Transformation machen, 
wenn wir uns ein Baumgitter denken, dass von dem festen Punkt 
aus mit irgend drei voneinander unabhängigen Vektoren . kon- 
struiert ist Bei der Transformation geht dies Baumgitter in ein 
neues über, jeder Zelle des ersten entspricht eine Zelle des zwei- 
ten. Die Lage eines Punktes in einer Zelle können wir uns dadurch 
gegeben denken, dass wir durch ihn Ebenen parallel den Seiten- 
flächen der Zellen legen. Die Ebenen schneiden die Kanten der 
Zelle. Die Verhältnisse der Abschnitte zu den Kantenlängen be- 
stimmen die Lage des Panktes. Diese Verhältnisse nun bleiben bei 
der Transformation ungeändert Insbesondere kann man das Baum- 
gitter der Vektoren a, b, c betrachten, von denen wir bei der De- 
finition der affinen Transformation ausgegangen sind. Ihr Baum- 
gitter geht in das der Vektoren e, f, g über und die Vektorgleichung 

r = xa-f-yb-f-zc 

zwischen den Vektoren r, a, b, c besteht auch zwischen den trans- 
formierten Vektoren 

r'=xc + yf + z8 
mit den unveränderten Masszahlen x, y, z. Wir nennen r' eine Vek- 
torfunktion des veränderlichen Vektors r. 

Unter a*, b* c* wollen wir, wie oben, die zu a, b, c rezi- 
proken Vektoren verstehen, also 

a* = ^^^ b* = ^^i^ c* = i^ 
abc ' abc ' ^ abc 

und wollen den Ausdruck bilden 

e(a*.I) + f(b*.I)H.8(c*.I;, 
wo I (der Anfangsbuchstabe des Wortes „Lücke") bedeuten soll, 
dass man an die Stelle von ( irgendeinen Vektor soll einsetzen 
können. Dann kann maa sagen, dass dieser „Lückenausdruck^' die 



j 
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affine Transformation repräsentiert Denn, wenn man an die Stelle 
von ( den Vektor a setzt, so verschwinden a.i* und a.c*, wäh- 
rend a . a'*' = 1 ist Mitbin ergibt sich dann e, and analog ergeben 
sich f und g, wenn man b und c einsetzt Wird nun für I der 

Vektor 

r = xa + yb + zc 

eingesetzt, so ergibt sich die Summe 

ex+fy + flz, 
d. h. es resultiert der Vektor r . Wir nennen den Lückenausdruck 

S = e(aM) + f(b*.I) + g(c*.I) 

aus einem unten erklärten Anlass einen „Tensor^^ und bezeichnen 
ihn mit einem Buchstaben X. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir. in dem Lücken- 
aasdruck die ausführliche Bezeichnung der Lücken fort und schrei- 
ben nur 

wobei aber wohl zu merken, dass hier die zweiten Faktoren a% b% 
c^ für a*Ay bM, c^.I stehen, d. h. dass sie beim Einsetzen von 
r zu den Masszahlen a*.x^ h*.x^ c^.t werden. Bei irgendwelchen 
Behauptungen, die über X aufgestellt werden, kann man immer zur 
ausführlicheren Bezeichnung zurückkehren. Z. B. sieht man so ohne 
weiteres, dass man die Reihenfolge der drei Summanden in X be- 
liebig ändern kann, ohne dass der ausgefüllte Lückenausdruck, den 
wir durch St.r bezeichnen, sich ändert Femer kann man jeden 
der Terme in eine Summe von beliebig vielen anderen zerlegen^ 
z. B. wenn a* = |) -}- q 

ea* = c(t) + q) = cp.(p-f q)] = e(I.p)-t-ea.q) = tp + tq 

oder wenn c = p'-f- q' 

ca* == {p'+ q) (I . a*) = p'(U a*) + q' (I . a*) = l)'a*-f q'a* 

oder auch zugleich 

ca* = (p'+ q') (t) + q) = *)> + q> + p'q + q'q- 
Wenn nun wieder die zweiten Faktoren in jedem der Terme 
Lückenausdrücke I.)), I.q bedeuten, so behält St.r seinen Wert t' 
bei. Ist a'^ = m)), so kann der numerische Faktor m auch zu e 
gestellt werden 
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CO* = e(m^)) = (mc)J), 

ohne dass St.r sich ändert 

Man kann auf diese Weise anstatt a*, 6*, c* ii^end drei andere 
voneinander unabhängige Vektoren o, )>, q einführen, indem man 
für a*, b*, c* die Ausdrücke einsetzt, durch die a*, 6*, c* aas 
0, p, q numerisch abgeleitet werden. Ordnet man nun die so ent- 
stehenden neun Glieder nach o, |); q, so erhält man drei Glieder 
mit dem zweiten Faktor o, die sich wieder zu einem Gliede 

uo 
zusammenfassen lassen, indem man o ausklammert Analoges gilt 
für p und q, so dass X die Form annimmt 

% = uo + t)|) + »q. 

Hier sind u, ü, to die Vektoren, in die sich die drei zu o, p, q 
reziproken Vektoren durch die Transformation !£ verwandeln. 

Man kann also in dem Ausdruck für 2^ die Terme ea% f6% 
gc* in bezog auf das distributive Gesetz gerade so behandeln, als 
ob sie Produkte wären, nur darf man die Faktoren nicht mitein- 
ander vertauschen, die hier, anders als bei dem skalaren und an- 
ders als bei dem vektoriellen Produkt zweier Vektoren, zwei ganz 
voneinander verschiedene Bedeutungen haben. Dieselbe Transforma- 
tion X kann also auf mannigfaltige Weise als Summe von iirei oder 
mehr als drei Tennen uo dargestellt werden. Sobald man indessen 
für die zweiten Faktoren aller Terme drei bestimmte voneinander 
unabhängige Vektoren einführt, aus denen man die zweiten Fak- 
toren numerisch ableitet, so gehen auch die ersten Faktoren in drei 
ganz bestimmte Vektoren über, nämlich in die drei Vektoren, in 
die sich die zu jenen reziproken bei der Transformation verwandeln. 

Hat man für St zwei verschiedene Ausdrücke 

X = uo-|-ü}}-}-toq 
und 5E = u ))'-{- ö'q'-j , 

von denen der zweite auch mehr als drei Terme haben kann, und 
leitet man aus beiden Ausdrücken eine Plangrösse ab, indem man 
die Produkte uo, Vi)f usw. als äussere Produkte von Vektoren auf- 
fasst, so muss in beiden Fällen dieselbe Plangrösse herauskommen. 
Denn wenn in dem Ausdruck 

u|) +ö q 4 
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p\ q ' " daroh o, p^ q ausgedrückt und die Elammern nach dem 
distributiven Gesetz aufgelöst werden, so muss, wie wir oben ge- 
sehen habeU; bei der Ordnung nach o, )>, q der Ausdruck 

uo + öp + »q 
herauskommen, wo u, t), ko eindeutig bestimmt sind als die Vektoren, 
in die sich o*, ))% q*, d. h. die zu o, )>, q reziproken Vektoren 
durch die Transformation verwandeln. Aber alle diese Operationen 
sind ebensogut zulässig, wenn wir es mit den äusseren Produkten 
▼on Vektoren zu tun haben. Mithin muss die Plangrösse 

u>' + D'q'H 

;gleich der Plangrösse 

uo + öp + toq sein. 

Leitet man andererseits aus den beiden Ausdrücken zwei ska- 
lare Grössen ab, indem man die Produkte uo, n'p' usw. durch die 
Skalaren Produkte ^u . o, u'.))'usw. ersetzt, so sind auch diese skalaren 
Grössen einander gleich. Denn auch für die skalaren Produkte sind 
die Operationen zulässig, durch die man die beiden Ausdrücke in- 
einander überführen kann, und es muss daher der Wert 

u . p -f- 1) . q + • • • 
gleich d^m Wert 

u . -|- 1) . |> -f- » . q 

sein. Dieser Wert, ebenso wie die Plangrösse 

uo + t)<)-f-toq 

müssen für die Transformation eine geometrische Bedeutung haben, 
die uns erklärt, warum beide von der Ausdrucksform der Trans- 
formation unabhängig sind. Eine nähere Untersuchung der Trans- 
formation wird uns die Bedeutung enthüllen. 

§ 2. Konjugierte Tensoren. 

Wenn man in allen Tennen die Faktoren vertauscht, so wird 
die Transformation dadurch im allgemeinen in eine andere ver- 
wandelt. Es wird z. B. 

ou + |}t)-|-qli) 

nicht dieselbe Transformation vorstellen wie 

Z = uo-f-t)<)-|-toq. 

fittDge, Voktoranilyali. I. 9 
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Diese verwandelt die zu o, )), q reziproken Vektoren in die 
Vektoren u, )}, ko, jene verwandelt die zu u, )}, li) reziproken Vek- 
toren in 0, pj q. 

Wir nennen die beiden Transformationen und ebenso die beiden 
Tensoren „zueinander konjugiert^' und schreiben 

2: = ott + })ö + q», 

wenn I = uo + t>}) + tt)q 

gesetzt ist. 

X und % sind im allgemeinen voneinander verschieden. Es 

kann aber auch der Fall eintreten, dass die beiden konjugierten 

Transformationen identisch werden. Solche Tensoren bilden eine 

ausgezeichnete Klasse, die für sich untersucht werden muss und 

ihre besonderen Anwendungen hat, wie wir später sehen werden. 

Sie werden symmetrische Tensoren genannt 

Wird ein Tensor 

2: == uo + ö}) + »q 

mit einem Vektor r zu einem neuen Vektor 

u(o.r) + ö(»).r) + tt)(q.r), 

so bezeichnen wir dies mit 

SC.r oder X \ r. 

Da I r eine Plangrösse St bedeutet, so können wir somit auch 

Z.x = 2;8l = u(oSR) + ö(»){R) + »(q8l) 

schreiben. Mit anderen Worten, es kommt auf dasselbe hinaus, ob 
wir die skalaren Produkte mit dem Vektor r oder die äusseren 
Produkte mit seiner Ergänzung SR bilden. Für die Anwendungen 
ist es aber gut, sich beide Möglichkeiten offen zu halten, wie später 
deutlich werden wird. 

Das skalare Produkt des transformierten Vektors SE • r mit dem 
Vektor r ist gleich 

(SC . r) . r = (u . r) (o . r) + (o . r) (|) . r) + (» . r) (q . r). 

Dieselbe skalare Funktion ergibt sich durch das skalare Pro-« 
dukt (^.r).r 

(2.r).r = (o.r) (u.r) + (»):r) (t).r) + (q.r) (to.r). 

Wir wollen, da eine Verwechslung nicht zu befürchten ist, in 
dem Ausdruck 
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(S.r).r 
die Klammer fortlassen. 

Wir bilden nun den Gradienten dieser skalaren Funktion, in- 
dem wir beachten, dass der Gradient des skalaren Produktes eines 
konstanten Vektors mit dem veränderlichen Ortsvektor r gleich dem 
konstanten Vektor ist Denn der Gradient einer skalaren Fonktion 
f ist darch die Gleichung 

df = Vf.dr 
definiert und andererseits ist 

d(c.r) = c.dr, 

also V (c . r) = c 

und V(u.r) (o.r) = u(o.r) + (tt-t)o. 

Somit wird der Gradient von £ . r . r oder, was dasselbe ist, von 
X.r.r gleich 

u(o.r) + (u.rJo + ö(t).r) + (t).r)|) + »(q.r) + (tt).r)q, 
d. h. es ist 

V(a:.r.r) = V(S.r.r) = 5E.r + S.r. 

Die skalare Funktion X.x.x liefert, wenn sie gleich einer Eon- 
stanten gesetzt wird, die Gleichung einer Fläche zweiten Grades 
Dabei haben wir uns r vom An- 
fangspunkt abgetragen zu den- 
ken und in jeder Richtung^ die 
zu einem Flächenpunkt führt, 
gerade so lang gemacht, wie es 
die Konstante verlangt. Der Gra* 
dient steht dann auf der Fläche 
in dem betrachteten Punkte senk- 
recht Das skalare Produkt des 
Gradienten mit r ergibt 




Fig. 29. 



V(S.r.t).r = S.r.t + I.t.r = 2SE.r.r, 

d. h. für alle Punkte der Fläche ilat das skalare Produkt des Gra- 
dienten mit r denselben Wert Das skalare Produkt ist nun gleich 
der Länge des Gradienten multipliziert mit der Projektion von r auf 
ihn. Mithin muss die Länge des Gradienten dem Abstand des Punktes 
O von der Tangentialebene umgekehrt proportional sein (Fig. 29). 
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§ 3. Die in sich transformierten Vektoren. 

um die Natur einer Transformation % zu untersuchen, stellen 
wir die Frage, ob es Vektoren r gibt, die bei der Transformation 
tich nur mit einem numerischen Wert X multiplizieren, so dass also 

t' = Xx. 

Die zu 0, )), q reziproken Vektoren o*, f)% q\ gehen bei der 

Transformation in u, t), to über. Leiten wir also r aus o*, p*j q^ 

numerisch ab 

r = o*(r.o) + ^)*(r.»)) + q*(r.q), 
so erhalten wir 

t' = Z.x = u(r.o) + ü(r,})) + »(r.q). 
Es fragt sich. nun also, ob es Vektoren r gibt, für die 

i[o*{r.o) + l)*(r.»)) + q*(r.q)] = tt(r.o) + u(t.l)) + tt)(r.q), 

oder, was dasselbe ist, für die 

(^o*-u)(r.o) + (2i)*-ö)(r.»)) + (iq*-»)(r.q) = 0. 

Da wegen der Torausgesetzten Unabhängigkeit von o, )), q die 
drei Masszahlen r . o, r . )), r . q nicht alle drei verschwinden können, 
so stellt diese Gleichung eine Abhängigkeit zwischen den drei Vek* 
toren 2o* — u, Xp* — ö, Xq* — xo dw. Aus einer solchen Abhängig- 
keit folgt aber, dass das äussere Produkt dieser drei Vektoren Null 
sein muss. Wir entwickeln das äussere Produkt nach Potenzen von 
X und erhalten so für X die Gleichung dritten Grades i 

o*p*q* x^ — (})*q*u + q*o*t) + o*l)*») X* + (o*ö» + |)*tou 
+ q*uü) A — ttü» = 0, 

oder wenn wir durch o*p*C{* dividieren, in dem zweiten Gliede 
wieder zu den Vektoren o, p^ q zurückkehren und in dem dritten 
die zu u, ü, ID reziproken u% t)*, ID* einführen 

— 1] = 0. 

Wir bemerken, dass die Koeffizienten dieser Gleichung aus 

den drei Ausdrücken 

o.u + l).t) + q.tt), 

o*.tt* + <}*.ü* + q*.»*, 
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ttt>to 

zasammengesetzt sind. Von diesen drei Ausdrücken ist uns der erste 
schon oben begegnet Er entstand aus der Transformation 

indem wir die drei Tenne durch die skalaren Produkte ersetzten. 
Der zweite Ausdruck würde in derselben Weise aus der Transfor- 
mation 

2?* = o*tt* + p*ü* + q*to* 

entspringen. Diese Transformation S£* führt die Vektoren u, t), ID 
in 0"^, p*^ q* über, macht also die Transformation X gerade wieder 
rückgängig. Der dritte Ausdruck ist das Verhältnis der parallel - 
epipedischen Räume uDtt) und o*))'*'q% die durch die Transforma- 
tionen X und X* ineinander verwandelt werden. 

Ut9tD 



i*^*/%* 



= (ut)»)(opq). 



o''|)'q' 

Auch dieser Ausdruc)c muss von der Wahl der drei Vektoren 
0, pj q unabhängig sein. Der Quotient, dessen Nenner ein beliebiger 
Baum, dessen Zähler der transformierte Raum ist, hat für eine ge- 
gebene Transformation immer denselben Wert 

Ist X eine reelle Wurzel der Gleichung und wird in die Aus- 
drücke Xo* — u, Xp* — t), Xq* — )a> eingesetzt, so werden diese drei 
Vektoren, da ihr äusseres Produkt verschwindet, voneinander ab- 
hängig, und, indem man die Abhäugigkeit zwischen ihnen durch 
eine Vektorgleichung darstellt, erhält man durch die Koeffizienten 
die Verhältnisse von r.o, r.)), r.q, die bis auf einen beliebigen 
Proportionalitätsfaktor die Masszahlen des gesuchten Vektors r in 
bezug auf die Vektoren o*, p*, q* ergeben. Der Proportionalitäts- 
faktor muss beliebig bleiben, denn wenn ein Vektor r die verlangte 
Eigenschaft hat, dass er sich in >lr transformiert, so hat ein be- 
liebiges positives oder negatives Vielfaches von r dieselbe Eigenschaft 

Die drei Vektoren o, |), q können, wie oben schon bemerkt 
wurde, beliebig gewählt werden, wofern sie nur voneinander unab- 
hängig sind. Wir wollen sie senkrecht zueinander in rechts gewun- 
dener Reihenfolge und von der Länge eins annehmen. Die rezi- 
proken Vektoren o% p*, q* sind dann mit o, ^, q identisch und o^q 
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ist gleich eins. Drei Yektorea von dieser Eigenschaft bezeichn^i 
wir mit den Bachstaben i, j[, L Die Gleichung dritten Grades kann 
somit geschrieben werden 

28— (u.t+i?.i + to.i);i« + ut)to[(u*.i+ö*.i+»*.f);i — 1] = o. 

§ 4. Drehungstensoren. 

Besteht die Transformation in einer Drehung um eine durch 
laufende Achse, so müssen auch u, t), to aufeinander in rechts 
gewundener Reihenfolge senkrecht stehen und die Länge eins haben. 
Die reziproken Vektoren u*, t)*^ to* sind dann auch mit u, t>, 19 
identisch und uDto ist gleich eins. Wir bezeichnen sie infolge- 
dessen mit f , f , f. Die Gleichung dritten Grades lässt sich dann 
schreiben 

Eine der Wurzeln wird darnach 2 = 1 sein. Der entsprechende 
Vektor r wird also bei der Transformation sich nicht ändern, d. h. 
er wird in die Drehungsachse fallen. Die Verhältnisse der Mass- 
zahlen (r . i), (r . 1), (r . I) eines solchen Vektors erhalten wir aus der 
Vektorgleichung 

(i-r)(r.t) + Q-f)(r.i) + (f-f)(r.I) = 0. 

In der Tat kann i — i' durch die Strecke dargestellt werden, 
die von dem Endpunkt von i' zum Endpunkt von t führt, wenn 
beide von aus abgetragen werden. Der Vektor i — x ist demnach 
senkrecht zur Drehungsachse und dasselbe gilt von j — y und I — f. 
Alle drei sind daher derselben Ebene parallel und somit vonein- 
ander abhängig. ^^-^^^^ ^,';^a^ 

Wir vereinfachen die Lösung, indem wir i in der Drehungs- 
achse annehmen. Dann ist i' = t und ), t, f , f sind derselben Ebene 
parallel; femer ist i.T = 1, J.f = '•'' = cos ö-, wenn * den 
Drehungswinkel bedeutet (Fig. 30). Damit ergibt sich ^^^^ 

r.i4-j['.i + f.l = 14-2cos*. 

Da die Summe der skalaren Produkte, wie wir oben sahen, 
immer denselben Wert hat, unabhängig von der Form, in der die 
Transformation gegeben sein mag, so haben wir hiermit eine ein- 
fache Methode, um den Drehungswinkel & zu berechnen. Wir haben 
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nur alle Terme in dem Ausdruck der Transformation als skalare 
Prodakte der beiden Faktoren aufzufassen, dann gibt die Summe 
den Wert 1 + 2 cos *. 

Auch die Drehungsachse kann in ähnlicher Weise gefunden 
werden. Da nämlich, wie wir oben sahen, die Plangrösse, die wir 
erhalten, wenn wir alle Terme in dem Ausdruck für die Transfor- 
mation als äussere Produkte der beiden Faktoren auffassen, immer 
dieselbe bleibt, in welche Form wir auch den Ausdruck der Trans- 
formation bringen, so können wir die geometrische Bedeutung der 
Plangrösse dadurch finden, dass wir wieder i in die Drehungsachse 
legen. Dann wird l'i = und j['i=fl, wird eine Plangrösse senk- 
recht zur Drehungsachse, deren numerischer Wert gleich sin & und 
deren ümlaufsinn für * < 180 • dem 
Drehungssinn entgegengesetzt ist(yer- 
gleiche Fig. 30). Kehren wir also die 
Reihenfolge der Faktoren um, so 
stimmt der Umlaufsinn mit dem 
Drehungssinn überein. Die Plangrösse 

ou -f ^)ö -f qto 

stallt also, wie man auch o, )), q ge- 
wählt haben mag, die Drehungstrans- Fig. 30. 
formation vollständig d^ insofern, als 

diese Plangrösse auf der Drehu^achse senkrecht steht, ihr ümlauf- 
sinn den Sinn der Drehung angibt und ihr numerischer Wert gleich 
2 sin ^ ist (^ der kleiner als 180^ anzunehmende Drehuneswinkel). 
Eine Drehungstransformation ist dadurch ausgezeichnet, dass 
sie jedes sich selbst reziproke System von drei ^Q^JW^ä T*®jl?F. ^^ 
ein sich selbst reziprokes System von gleichem Windungssinn über- tA^c^>\^^'*^ 
führt Die konjugierte Transformation, die- wir nach der obigen De- «iX-rt- 1 
finition dadurch erhalten, dass wir die beiden Faktoren jedes Terms 
miteinander vertauschen, ist wieder eine Drehungstransformation. 
Sie führt das zweite System wieder in das erste zurück. Wenn wir 
also mit r' die konjugierte Transformation ausführen würden, so 
müsste sich wieder r ergeben. Das ist .bei anderen Transformationen 
nicht immer der Fall. Denn wenn eine Transformation das zu 
sich selbst reziproke System i, i, f in ein System u, ü, tD verwan- 
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delt, SO verwandelt die konjagierte TransforniatioD das zu u, b, B> 
reziproke System u*, b*, to* in i, i, t Die koDJugierto Transfor- 
mation kann also nur dann die erste Truisformation rückgängig 
machen, wenn u*, b*, to* mit ii, o, tti identisch ist. 

Ist das der Fall und ist ausserdem u, D, ID von gleichem Win- 
dungssinn wie i, i, I, SD ist die Transformation eine Drehung. Ist 
indessen zwar u*, »*, to* mit u, b, to identisch, aber der Windungs- 
sinn Ton u, D, to dem von i, j, I entgegengesetzt, so üaben wir es 
eicht mit einar einfachen Drehungstransformation zu tun. Wir 
können sie aber durch eine Drehungstransformation verlninden mit 
einer „Inveision" ersetzen. Unter „Inversion" verstehen wir dabei 
eine Transformation, die t in — r verwandelt, die also den ent- 
gegengesetzten Windungssinn hervorruft Wenn wir zwei Transfor- 
mationen, die einander rückgängig machen, „zueinander reziprok" 
nennen, so können wir also sagen, dass die Drehuogstransforma- 
tionen und die mit Inversion verbundenen Drehnngstransfonnatioaen 
von allen Transformationen allein die Eigenschaft haben, dass die 
konjugierte Transformation jedesmal auch die reziproke Transfor- 
mation ist (Die Inversion selbst ist dabei mitzurechnen.) 

§ 5. Zu sich selbst konjugierte oder symmetrische 

Tensoren. 
Neben diesen betrachten wir noch eine andere Klasse von 
Transformationen, die dadurch ausgezeiconet sein sollen, dass jeder 
Tensor Z mit dem konjugierten X identisch ist 

Wie wir oben fanden, ist der Gradient der skalaren Funktion 
Z.T.v oder, was dasselbe ist, X.x.t gleich 

5£.r + S.t. 
Wenn also 

s:.t=s.r, 

sformation von r gleich der Hälfte des Gradienten 
inktion Z.x.v 

3:.. = '|,V(I.r..). 
ren t, für die 5E.r sich nur durch einen Propor- 
X von I unterscheiden, müssen daher in die Haupt- 
n der Flächen zweiter Ordnung 
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SC.t.r = Konst 

fallen, wobei wir uns t Yon aus abgetragen denken, um zu den 
Punkten der Fläche zu gelangen. Denn die Hauptachsen liefern die 
Punkte der Fläche, wo der Gradient in die Bichtung des Badius 
Vektor fällt. Die Wurzeln der Gleichung dritten Grades für X müssen 
dann drei reelle Wurzeln >li, >^, >l8 haben und dazu gehören drei 
aufeinander senkrechte Vektoren von beliebiger Länge, die bei der 
Transformation sich mit den Faktoren A^, j^ iL, multiplizieren. Legen 
wir ein zu sich selbst reziprokes System von Vektoren i, j[, I in 
diese Richtungen, so wird u = ^l^i, t) = !,][, to i= l^l und somit 

Z = X,xi + X,ii + X,tl 

Die aus i, i, I gebildeten Zellen des kubischen Raumgitter» 
werden in rechtwinklig parallelepipedische transformiert, deren Kanten 
denen der kubischen Zellen parallel sind. Wenn 2^, X^, X^ al|p drei 
positiv sind, so besteht die Transformation des Raumes in einem 
Znsammendrängen {X <C 1) oder Ausdehnen {X >> 1) des Raumes in 
den drei aufeinander senkrechten Richtungen. Bei negativen Werten 
der X kommt zu dem Zusammendrängen oder Ausdehnen in der 
betreffenden Richtung noch eine Spiegelung an der dazu senk> 
rechten, durch laufenden Ebene hinzu. 

Wir haben hier die Gesetze der Hauptachsen der Flächen 
zweiten Grades als bekannt vorapsgesetzt Will man sie erst ab- 
leiten, so kann das im Anschluss an die Bezeichnungen der Vektor- 
analysis in folgender Weise geschehen. 

Wir denken uns die sämtlichen Vektoren r von der Länge 
eins vom Punkte aus abgetragen, so dass ihre Endpunkte die 
Oberfläche einer Kugel bilden. Jeden Oberflächenpunkt der Kugel 
denken wir uns mit dem Werte der skalaren Funktion f = j£.r.r 
belegt, wo t der zu dem Punkte gehörende Vektor ist. Die skalare 
Funktion ist auf der Kugeloberfläche stetig und endlich und musa 
daher ihre obere und ihre untere Grenze an mindestens je einem 
Punkte erreichen. Gehen wir von einem dieser Punkte zu einem 
benachbarten Punkt der Kugeloberfläche, so ändert sich die skalare 
Funktion um 

df = Vf-d^i 

oder, wenn dr den numerischen Wert von dt bezeichnet, 
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-^ — ist ein Vektor von der Länge eins^ der in dem betrachteten 

* 

Punkte auf dem Yektor t senkrecht steht Nun muss -z— = sein ; 

dr 

dr 
denn wäre es von Null verschieden, so müsste es mit -j— sein 

' dr 

Vorzeichen wechseln, d. h. f würde sich vergrössem und verkleinem, 

wenn man von dem betrachteten Punkte nach entgegengesetzten 

Richtungen auf der Eugeloberfläche fortschreiten würde, könnte also 

in dem Punkte keine obere oder untere Grenze erreicht haben. In 

den Punkten, wo die obere oder untere Grenze erreicht wird, muss 

dr 
folglich der Gradient Vf auf dem Vektor -r— senkrecht stehen, 

d. h. ftr kann sich von t nur um einen skalaren Faktor unterschei- 
den. An den beiden Enden eines Kugeldurchmessers hat die skalare 
Funktion S£ . t . r denselben Wert Denn verwandelt man r in — t, 
€0 geht auch !£ . r in — St . r über. Der oberen und unteren Grenze 
Entsprechen also mindestens zwei verschiedene Durchmesser der 

Kugel, für die 

SE:.r = ;ir 

ist Durch skalare Multiplikation mit r ergibt sich 

%.x.x = Xx.x = X. 

X ist daher für den einen Durchmesser gleich der oberen, für den 
anderen gleich der unteren Grenze der skalaren Funktion. Diese 
beiden voneinander verschiedenen reellen Werte von X — wenn 
wir den Fall, dass S . r . t auf der ganzen Kugeloberfläche konstant 
ist, vorläufig ausschliessen — müssen Wurzeln der oben aufgestellten 
Gleichung dritten Grades sein. Wir wollen sie mit X^ und X^ und 
zwei zugehörige Radien mit r^ und tg bezeichnen. 

Z.Xi = X^Xiy 2:.r, = ^t2. 

Multiplizieren wir die erste Vektorgleichung skalar mit r,, die 
zweite mit r^, so ergibt sich 

A^ »Xi »Xf ^^^ Aj^ ^1 * ^s ) M^ • ij • r j ^^ Aj *^i * ^1 * 
Nun ist 
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X.ti.r, = (tt . t,) (0 . ti) + (» . r,) (»> . ti) + (tt . r,) (q . ti), 
und da Sl.Xi = S.ti 

S.ri.t, = I.ri.r, = (o.r,)(u.ri) + (}).t,)(t>.ri) + (q.r,)(».ri). 
Das ist aber gleich X.tj.Ti, mithin 

und folglich 

Da aber X^ und 2^ voneinander verschieden sind, so kann diese 
Gleichung nur bestehen, wenn 

Ti . r, = 0. 

Das heisst, die beiden Durchmesser, an deren Enden die skalare 
Punktion ihre obere und untere Grenze annimmt, stehen aufeinan- 
der senkrecht 

Wir nehmen nun i = ti, j = tg und I = r^ Xr, an. Dann 
ist u = Jlit, D = Jl^ji und somit 

und daher 

Aus St . r = £ . r folgt somit, dass für jeden Vektor r 

lo(l.r) = I(tt).r), 

d. h. die Vektoren to und t unterscheiden sich auch nur durch 
einen skalaren Proportionalitätsfaktor. 
Schreiben wir 

so ist 

sc = vt + ^ii + Vt 

Die skalare Funktion f = X.x.x nimmt demnach die Form an 

oder, wenn wir die Projektionen von r auf i, j, 1 mit x, y, z be- 
zeichnen 

f^X,x^ + X^j^ + XsZ^, 

Wir haben oben den Fall, dass die obere und untere Grenze 
der skalaren Funktion zusammenfallen, ausgeschlossen. .Wollen wir 
ihn auch berücksichtigen, so brauchen wit nur anzusetzen, dass f 
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auf der ganzen Eugeloberfläche konstant ist Sei auf der Kugel- 
oberfläche der Weit von l gleich ^ bo ist auf der Eageloberfläohe 

t = Z.x.t = it.x. 
Dann gilt aber dieselbe Gleichung im ganzen Baume. Denn wenn 
I in ot verwandelt wird, so geht auch Si.t in nX.i über. Da nnn 
X.t gleich dem halben Gradienten von X.r.t und t gleich dem 
halben Gradienten von i . r, so ist für den ganzen Baum 

1.1 = it. 
Für positive Werte von X stellt dies eine ÄhDlichkeitstianaforma- 
tion dar, für negEüve Werte kommt eine Inversion hinzu. Für 
X = — 1 ist es die Inversion selbst Alle diese Transformationen 
können wir in der Form schreiben 

X= X[aa* + n* + c(:*), 
wo 0, i, c drei beliebige voneinander anabhängige Vektoren und 
a*, 6*, c* die zu ihnen reziproken sind. Denn wenn man r aus o, 
b, c numerisch abgeleitet hat 

I = xa + yb + zt, 
80 wird (i-o*) = ^. t.b* = y, t.c* := z, 

mithin o(t.o*)-t-b(r.b*)-f-c(r.c^ = r 

oder X.t = Xx. 

Wählen wir für a, b, c ein zn sich selbst reziprokes System 
i, i, I, 80 Ifisst sich der Tensor in der Form schreiben 
Z=^X(ii + n-\-iti. 

Wenn die obere und untere Grenze 2^ und X^ voneinander 
verschieden sind, so kann immer noch der spezielle Fall eintreteo, 
dass Xf gleich Xj oder gleich X, wird. Ist z. B. Jl, = ^, so trans- 
formieren sich die Vektoren j und t in X^i und X^t, mithin mnlü- 
pliziert sich jeder aus \ und ( numerisch abgeleitete Vektor durch 
die Transformation mit X^, und wir können an Stelle von i und t 
i^end zwei andere ans } und I numerisch abgeleitete zusammen mit 
i reziproke Vektoren '\' und f setzen, für die dann ebenfalls 

Sind dagegen Xi, X,, X^ alle drei voneinander verschieden, so gibt 
es nur drei Eugeldurchmesser für die 
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Z.x = Xx. 

Denn da 1, wie wir oben gesehen haben, der Gleichung dritten 
Orades genügen und daher einen der Werte A^, 2^ Jl,. haben muss, 
so folgt z. B. für >l = Jli aus 

Z.x = 2il(r.i) + a,i(r.i) + V(t.J) = ^t 

= ^P(t.i) + i(t.i) + I(t.% 
die Yektorgleichung 

{^-^)i(r.JD + (i,-^)I(r.I) = 0. 

Da i und I yoneinander unabhängig sind, so kann diese Gleichung 
nur erfüllt sein, wenn zugleich r . ji und r . t Null ist, d. h. wenn r 
die gleiche oder entgegengesetzte Richtung wie i hat. Ebenso schliesst 
man für >l = A, oder Z = 2^^ dass r dieselbe oder die entgegen- 
gesetzte Richtung wie i oder wie t haben muss, mit anderen Worten, 
dass nur für die betreffenden drei Durchmesser die Beziehung 

Z.x = Xx 
erfüllt sein kann. 

§ 6. Zusammensetzung von Tensoren. 

Es sei Z eine Transformation, die den Vektor r in t verwan* 
delt und 2^ eine Transformation, die r' in x' verwandelt, so dass also 

r' = !E!r; r" = sr.r, 

so verstehen wir unter Z^,Z die Transformation, die r in r' ver- 
wandelt 

r" = r.r' = S'.(SE:.r) = r.t. ' 
Ist nun 

Z = ca + fb + gc, 

so wild 

t"= r.r'= e'(a'.2.t) + f (b'.S.T) + fl'(c'.S£:.t). 

Jeden dieser Terme z. B. e'(a.2:.r) können wir schreiben 

e' (o': e) (a . r) + e' (o'. f ) (6 . t) + e' (a'. g) (c . t), 

oder wenn wir r wieder, wie bei der vereinfachten Schreibweise 
für 2: herausstellen 

[c'(a.e)a-|-c'(a.f)b4-c'(a.g)c].r. 

Jeder der drei Terme liefert drei solche Glieder, so dass wir im 
ganzen neun erhalten. Jedes Glied besteht aus vier Vektoren, von 
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denen die mittleren beiden skaiar miteinander multipliziert sind. Die 
neun Glieder können wir uns so gebildet denken, dass wir das Produkt 

r. SC = {ta'+ rV+ i'c) (ea + f b + flc) 

nach dem distributiven Gesetz ai^sführen, indem wir jedes Olied 
des ersten Faktors mit jedem Olied des zweiten Faktors zusammen- 
stellen, ohne die Reihenfolge der Yektoren zu ändern und dann 
bei jedem Produkt von vier Yektoren die beiden mittleren zu einem 
Skalaren Produkt vereinigen. Dieses skalare Produkt können wir 
wieder mit dem vorangehenden oder mit dem darauffolgenden Vektor 
zu einem neuen Vektor vereinigen, so dass jedes Glied dann nur aus 
zwei Vektoren besteht, von denen der zweite wieder der Eün5§)_hajber 
für das skalare Produkt mit einer „Lücke^^ geschrieben ist, in die 
der zu transformierende Vektor r einzusetzen ist 

Auf diese Weise nimmt ST. /E wieder die Form einer Summe 
Yon Produkten von zwei Vektoren an wie Z und ^ selbst Diese 
Summe können wir wieder auf drei Glieder zurückführen, indem 
wir, wie oben auseinandergesetzt wurde, die zweiten Faktoren durch 
irgend drei voneinander unabhängige Vektoren ausdrücken und nach 
dem distributiven Gesetz alle Glieder, die denselben zweiten Faktor 
haben, zu einem Glied zusammenziehen, oder auch, indem wir die 
ersten Faktoren jedes Gliedes so ausdrücken und die Glieder zu- 
sammenziehen, die denselben ersten Faktor haben. 

Die Transformation ^.X ist wohl zu unterscheiden von der 
Transformation X.SC, bei der r zuerst in ST.r und dieser Vektor 
dann durch Z in S£.(2r.r) transformiert wird. Nur in besonderen 
Fällen kann 5t. Z gleich Z.T sein. 

Auch wenn X und ST durch Summen von mehr als drei Pro- 
dukten von je zwei Vektoren ausgedrückt sind, findet man jC.Si 
in derselben Weise wie bei Summen von drei Produkten, indem 
man die Klammem nach dem distributiven Gesetz auflöst und wieder 
bei jedem Produkt von vier Vektoren die mittleren beiden zu einem 
Skalaren Produkt vereinigt. 

Unter der Summe zweier Transformationen 

Xr + Z, 
verstehen wir die Transformation, die r in 
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verwandelt Ihr Ausdruck kann dadurch gebildet werden, dass man 
die Ausdrücke für 2^^ und SC, addiert Aus der Oültigkeit des dis- 
tributiven Gesetzes ergibt sich dann unmittelbar 

5t. (2:1 + 2:2) =? X.Zt + Z.Z^ 
und {Zi+%).Z = Xi.X + Zt.Z.' 

Durch diese Rechnungsregeln rechtfertigt sich die Auffassung^ 
auch der Zusammensetzung der Transformationen als einer Art Mul- 
tiplikation. 

Setzt man eine Transformation % mit der zu ihr reziproken 
j£* zusammen, so erhält man in der oben beschriebenen Weise für 
X . St* oder auch für 3!*. Z einen Ausdruck von derselben Form 
wie der von X- Aber er drückt keine eigenUiche Transformation 
aus, denn X und X* heben sich bei der Zusammensetzung gegen- 
seitig auf, die eine Transformation macht die andere rückgängig, 
so dass ein beliebiger Yektor wieder in sich selbst übergeht Sind 
0, b, c drei beliebige voneinander unabhängige Vektoren und a*^ b*, 
c* die dazu reziproken, so kann X . X* und ebenso X* . X auf die Form 

SCV = SC* 3; = aa* + bb* + cc* 

gebracht werden; denn 

(aa* + bb* + cc*).t = a(a* r) + b(b*.r) + c(c*.r) = r. 

Da wir (aa* + bb* + cc*).T als eine Maltiplikation auffassen, 
so liegt es nahe, den Faktor aa* -|- bb'^-j- cc* mit eins zu bezeichnen, 
weil r sich bei der Multiplikation mit diesem Faktor nicht ändert 
So schreiben wir also: 

X.X* = 1 und demgemäss X* = 2:-^ 

§ 7. Zerlegung in DrehungstensAr und zu sich selbst 

konjugierten Tensor. 

Die beiden Elassen von Transformationen, die wir oben be- 
sonders untersucht haben, die Drehungen und die sich selbst kon- 
jugierten Transformationen, liefern, wie wir jetzt zeigen wollen, durch 
Zusammensetzung jede beliebige Transformation. Sei nämlich X eine 
beliebige Transformation, so wird die Kugel, die wir erhalten, 

wenn wir 

t.r = 1 
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setzen and r von aus abtragen, durch die Transformation in eine 

JBläche zweiter Ordnung verwandelt, deren Punkte wir erhalten, 

wenn wir den Vektor 

t' = 3: . t 

von aus abtragen. 

Zwei aufeinander senkrechte Durchmesser der Kugel müssen 
in zwei konjugierte Durchmesser der Fläche zweiter Ordnung über- 
gehen. Denn wenn wir in den Endpunkten des einen Eugeldun^- 
messers die Tangentialebenen an die Kugel konstruieren, so müssen 
sie in Tangentialebenen der Fläche zweiter Ordnung übergehen. 
Folglich muss der andere Kugeldurchmesser, der ja den Tangential- 
ebenen in den Endpunkten des zu ihm senkrechten Durchmessers 
parallel ist, sich in einen Durchmesser der Fläche zweiter Ordnung 
transformieren, der den transformierten Tangentialebenen parallel ist 

In der Sprache der Yektoranalysis lässt sich dies so aus- 
drücken. 

Aus x=%.x folgt dt' = 2: . dt oder r = X-K r, dr = Z^K dr. 

Die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung ergibt sich aus der Glei- 
chung der Kugel, wenn wir r durch r ausdrücken und in die Glei- 
chung der Kugel einsetzen 

r . r = (X-K x) . (X-K x) = 1. 

Wenn man von einem durch r definierten Punkte der Fläche 
zweiter Ordnung zu einem benachbarten Funkte der Fläche geht, 
indem man r um dr ändert, so sind r' und dr' konjugierten Durch- 
messern parallel. Daher erhalten wir die Bedingung für die kon- 
jugierten Durchmesser durch Differentiation von 

(SC-^ r') . (SE-^ r') = 1. 
Die Bedingung ist daher 

2{X-\x).(X'Kix) = 0. 

Das ist aber aüdererseits gleich der Bedingung 

2r.dr = 0, 

d. h. dass die entsprechenden untransformierten Vektoren aufein- 
ander senkrecht stehen. 

Die drei Hauptachsen der Fläche zweiter Ordnung müssen so- 
mit als zueinander konjugierte Durchmesser aus drei aufeinander 
senkrechten Durchmessern der Kugel hervorgehen. Seien i, i, I drei 
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aufeinander senkrechte Vektoren von der Länge eins in rechtsge- 
ifrandener Reihenfolge, die in diese drei Durchmesser der Engel 
fallen and {', i\ t drei ebensolche Vektoren, die in die Haupt- 
achsen der Hache zweiter Ordnung fallen. Femer sei 

a = %.\y b = %.\, c = S.I, 

80 sind also o, b, c, den Vektoren i', f , f parallel, so dass a = X^\ 
6 = Jljf , c = XJt gesetzt werden kann. 

Jetzt bilden wir zwei Transformationen, von denen die erste 
5Ci die Vektoren i, j[, I in i', f, f verwandelt, die zweite T, f , f 
in 0, b, c verwandelt 

sc, = at'+ br+ cf = ^rr+ ^V\ + htt = u + rb + f c. 

Die erste Transformation ist eine Drehung, die zweite ist eine sich 
selbst konjugierte Transformation. Setzt man sie zusammen, so er- 
hält man die Transformation X, die t, {, I in a, b, c transformiert 

%%x = (ar+Br+cf)(i'i + ri+n) = ai-f bi-fct 

Man kann auch zuerst eine sich s^bst konjugierte Transformation 
machen, die t, i, I in e = >l^t, f = Jl^k 9 = ^I verwandelt 

ei + fi + fll 
ond dann eine Drehung, die e, f, g in a, b, c überführt 

ac*-fbf* + cfl*. 

Dann ergibt sich durch Zusammensetzung wieder die gegebene 
Transformation % 

(ae*-fbr + cB*)(ei + fi-f-8D = ai-fbi + cf. 
Die Drehung ist in beiden Fällen dieselbe. Denn 

lind daher 

Aber die beiden sich selbst konjugierten Transformationen sind 
nicht einander gleich. Bei der einen wird in den Bichtungen \\ f , 
f gedehnt oder zusammengedrängt, bei der anderen in den Bich- 
tungen t, i, f . 

Bnnga, Vektonnalyito. I. 10 
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§ 8. Die Masszahlen und Einheiten eiiies Tensors 

Wenn man es mit bestimmten numerisch gegebenen Transfor- 
mationen zu tun hat, so muss numerisch gegeben sein, wie ein ge- 
gebenes Yektortripel in ein gewisses anderes Yektortripel zu Ter- 
wandehi ist 

Haben wir z. B. die Transformation 

Z = ca + fb + gc, 

bei der die Vektoren a^ b% t^ in e^ f , g übergehen, so denken wir 
uns die neun Masszahlen gegeben, durch die die Vektoren e, f , g 
aus 0, b, c numerisch abgeleitet werden 

f = a2ia + a„b + a,sc 
8 = a8iö + a«2* + a88C 
Dann lässt sich Z auch schreiben 

aiitto 4- a„bb + a^gcc + a^gcb + a„bc + agioc + aigCO 

4-aisba-4-%i<ib. 

In der ausführlicheren Schreibweise würde in jedem Gliede an 
Stelle des letzten Faktors der Lückenausdruck a . I statt a, b . I statt 
b, c . t statt c zu setzen sein^ in dessen Lücke I bei der Transforma- 
tion St.t der Yektor r zu treten hat 
Die konjugierte Transformation 

ä = ac + bf + cg 

lässt sich in analoger Weise schreiben, indem man f ür e, f , g ihre 
Ausdrücke einsetzt 

aii«a + ajjbb + aggcc + ag^cb + a^gbc + a^ac + a^ica 

+ a,ibo + aijab^ 

d. h. der Ausdruck für Z geht in den für Z über, wenn man in 
jedem Gliede die beiden Yektoren vertauscht oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, wenn man in jedem Gliede die beiden Indices 
der Masszahlen vertauscht 

Eine sich selbst konj ugierte Transformation ist also dadurch charak- 
terisiert, dass as2 = a^s, a^s = asi, a,! = %{. Die neun Masszahlen 

%1 %2 *18 
»21 ^2 ^8 
*81 ^82 ®^SS 
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nennen wir die Koordinaten oder die Masszahlen der Transforma- 
tion oder des Tensors X in bezug auf die neun Einheiten 

ao, ab, ac 

ba, bb, bc « 

CO, cb, cc. 

Man kann durch passende Wahl dieser neun Masszahlen die Vek- 
toren e, f, g irgend drei gegebenen Vektoren gleich machen und 
somit jede affine Transformation ausdrücken. Die Werte der neun 
Grössen müssen, um eine affine Transformation abzugeben, der ein- 
zigen Bedingung genügen, dass ihre Determinante nicht veischwindet 
Denn die Determinante drückt, wie wir oben sahen, das Verhältnis 
der beiden Räume e f 9 und a* i* c* aus, die nicht verschwinden, weil 
sowohl 0, b, c wie e, f, g voneinander unabhängig vorausgesetzt sind. 

§ 9. Tensoren aus weniger als drei Oliedem. 

Wir wollen an der Voraussetzung festhalten, dass o, b, c von- 
einander unabhängig sind, aber nunmehr zulassen, dass e, f , g von- 
einander abhängig werden, zunächst so, dass zwei von ihnen, z. B. 
e und f voneinander unabhängig bleiben. Dann verschwindet das äussere 
Produkt e f 9 und damit die Determinante der neun Masszahlen. Die 

Transformation 

r' = 2 . r 

können wir immer noch für jeden beliebigen Vektor x in derselben 
Weise wie vorher ausführen, aber die Vektoren r stellen nicht 
mehr alle möglichen Vektoren des Baumes vor, sondern nur die- 
jenigen, die aus e und f numerisch abgeleitet werden können, die 
also einer Ebene parallel sind. Wenn wir g durch e und f aus- 
drücken und die Glieder zusammenfassen, die e als ersten Faktor 
haben, und ebenso die Glieder, die f als ersten Faktor haben, so 
nimmt X die Form an 

wo und !|> aus a, b, c in gewisser Weise numerisch abgeleitet 
sind. Wenn und p voneinander unabhängig sind, so können wir 
einen dritten Vektor q hinzufügen, der von und p unabhängig 
ist Dann lassen sich e und f aus 0, )), q numerisch ableiten in 
der Form 

10' 
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f = b,iO + b„p + b„q. 
Eine solche Transformation Z = to-\~fp ist also schon durch 

sechs Masszahlen« 

bii bi, bi8 

bji b„ b,8 
charakterisiert Wir nennen das ihre Masszahlen in bezug aof das 
System o, f), <|. 

Sind e, f, g noch stärker voneinander abhangig, so dass sie 
Yon einem von ihnen, z. B. von e, numerisch abgeleitet werden 
können, dann kann man alle Glieder von X in ein einziges zusammen- 
ziehen von der Form 

% = eo. 
Die Transformation 

r'=5 %.x = c(o.r) 

verwandelt dann aUe Yektoren r in Yektoren r , die aus e nume- 
risch abgeleitet werden können. Wenn wir zu o noch zwei von o 
und untereinander unabhängige Yektoren p, q hinzufügen, so lässt 
sich e aus o, p, q numerisch ableiten 

c = Cii0 + Ci,»)-|-Ci8q. 
Eine Transformation SC = eo ist also durch drei Masszahlen 

Cll Ci« Cl8 

gegebelh. Wir nennen sie ihre Masszahlen in bezug auf o, p, q. 
Alle drei Arten von Transformationen sind in der Form 

enthalten, wenn man die Yoraussetzung fallen lässt, dass e, f , g von- 
einander unabhäqgig sein sollen. Je nachdem zwei von ihnen un- 
abhängig voneinander bleiben oder alle aus einem abgeleitet wer- 
den können, werden die transformierten Yektoren alle einer Ebene 
oder alle einer Geraden parallel. Diese letzte Art ist sozusagen der 
einfachste Bestandteil der allgemeinen Transformation, insofern diese 
sich als eine Summe von Transformationen dieser einfachsten Art 
darstellen lässt 

Zu den betrachteten Transformationen gehört auch diejenige, 
die wir erhalten, wenn der variable Yektor r mit einem festen 
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Vektor o vektoriell multipliziert wird. Denken wir uns nämlich zu 
zwei andere Vektoren gewählt, so dass o))q =:: 1, so wird 

o* = t>Xq, p* = qxo, q* = oXp. 



Nun ist 
folglich 



r = o(o*.t) + »)r.t) + q(q*t), 

oxt = (\*{p*'X) — p*{q*.x) 
= I.r, 



wo 



X = q*|)* — p*q*. 

Umgekehrt lässt sich zeigen, dass jede Transformation von dieser 

Form 

Z = ia — ah 

sich durch ein vektorielles Produkt des variabeln Vektors mit dem 
festen Vektor axb ersetzen lässt Denn es ist 

5E.T = b(a,r) — o(B.r). 

Bestimmen wir nun einen Vektor c so, dass aBc = 1 und setzen 
a* = B X c, b* = cx 0, c* = X B, so ist 

r = a*(a.r) + b*(b.r) + c*(c.r) 
and daher 

c*xt = b(o.r) — a(b.r) =a:.t, 

ein Resultat, das wir auch unmittelbar aus der oben (Eap. 1, § 15) 
abgeleiteten Formel 

(axb)Xt = b(a.T) — a(b.r) 
hätten ableiten können. 

Die konjugierte Transformation X ist hier gleich — Z^ so dass 
die Summe 2! -|- S£, die, wie wir oben sahen, im allgemeinen einen 
zu sich selbst konjugierten Tensor darstellt und somit eine skalare 
Funktion 22:r.r liefert, hier yerschwindet 

Ist irgendeine Transformation 

S; = ca + fb + flc 
ihrer konjugierten 

2= ac + bf + C8 
entgegengesetzt, so ist 

S = Y(2-«) = y(cö-öe) + i(fb-bf)+y(flc-C8), 



150 Tensoren 

d. h. die Traiisformation % ist eine Summe von drei Transforma- 
tionen der eben betraohteten Art, die sich durch die yektorielle 
Multiplikation mit einem festen Vektor ersetzen lassen. Die Trans- 
formation SE.r ist demnach gleichbedeutend mit 

1 

y(axc + Bxf + cX8)XT 

oder wenn wir 

2-(axc + bXf + cXfl) = t>Xq 
setzen, 

Jede Transformation St, die ihrer konjugierten entgegengesetzt ist, 
kann mithin auf die Form 

qp — pq 

gebracht werden und X.r ist nichts anderes als das yektorielle 

Produkt 

(^)Xq)Xr. 

Eine solche Transformation ist also durch einen Vektor pxq 
oder, wenn man will, durch die zugehörige Flangrösse pq, die Er- 
gänzung des Vektors vollkommen gegeben. 

um uns ein Bild von dem transformierten Vektor %.x zu 
machen, wollen wir die Plangrösse in die Ebene der Zeichnung 
gelegt denken, ebenso wie den festen Punkt 0, von dem aus wir 
r abtragen. Den Endpunkt von r projizieren wir senkrecht in die 

Ebene der Zeichnung nach P. Der Vektor P = ti 
unterscheidet sich von r um einen Vektor, der zur 
Zeichenebene senkrecht steht, also p X q parallel 
ist Daher ist 

X.x = (<)Xq)Xt = (»)Xq)XTi, 

d. h. aUe Vektoren r, deren Endpunkte, wenn man 
sie Yon aus abträgt, in dieselbe Gerade fallen, 
die in P auf der Ebene senkrecht steht, trans- 
formieren sich in denselben Vektor X.r. Dieser 
^8- ^1- steht auf P senkrecht nach der Seite, die dem 

XJmlaufsinn der Plangrösse pq entspricht Ist der 
numerische Wert der Plangrösse gleich 1, so ist die I^ge von Z . r 
gleich der von r^, ist er grösser oder kleiner als 1, so ist die Länge 
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von SC . t in demselben Yerhältnis grösser oder kleiner als die Länge 
Ton r^. Ton P aus abgetragen, führt SC . r zu einem Punkt K. Dann 
ist tg ^ P'OP gleich dem numerischen Wert der Plangrösse p q (Fig. 31). 

§ 10. Symmetrische und antisymmetrische Tensoren. 

Ist 2! = ea -h f ^ + S^ ^^^^ beliebige Transformation und bildet 
man aus SC und dem konjugierten SC die halbe Summe und die 
halbe Differenz: 

SC + X rr _ Z — Z 



SCi = J?i4j5:_,2^ = 



2 2 

so ist 

sc = SCi + SCg 

und einerseits 2:i = SCi, andererseits SCj = — 2^2. Denn wir er- 
halten SCi und SCs, wenn wir in allen Gliedern die Vektoren ver- 
tauschen, wobei Z und 2; ineinander übergehen. Daher 

= 2 + 2: ^ _ z-z . 



sc, = ^T^ . ^ = 



2 2 

Mit anderen Worten, jede beliebige Transformation lässt sich als 
Summe zweier Transformationen darstellen, von denen die eine 
sich selbst konjugiert, die andere der zu ihr konjugierten ent- 
gegengesetzt ist. 

Daher setzt 2.r sich aus 2i.r-}-3üs.r zusammen. SC^.r ist, 
wie wir oben sahen, der halbe Gradient der skalaren Funktion 
2^.r.r und Z^.t ist das vektorielle Produkt 

2-(axc + 6xf + cXfl)xr. 

Wir sehen hier die geometrische Bedeutung der Plangrösse 

oc + bf + cg, 
von der oben schon die Bede war. Ihre halbe Ergänzung liefert 
den Yektor, dessen vektorielle Multiplikation mit x den transfor- 
mierten Vektor SC^.r gibt Auch die geometrische Bedeutung von 

c . a -|- B . f + c . 9 

lässt sich hier einsehen. Da nämlich 2i sich selbst konjugiert ist, 
80 lässt sich dieser Tensor, wie oben gezeigt worden ist, auf die 
Form bringen 
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Andererseits ist 

Ii = 2-(ea + ac + fb + bf + 9c + cfl) 

und daher, wie oben gezeigt (Kap. III, § 1), 

c. a + f. b + 9. c = ^i.t + ^i. 1 + ^81.1 = ^ + ^ + ^8. 

D. h. e . a + f . b + g . c ist gleich der Summe der drei Zahlen l^^2^ 2^ 
die angeben, wie der Raum in den drei zueinander senkrechten 
BiohtuDgen gedehnt oder gepresst und, wenn sie negativ sind, oben- 
drein gespiegelt werden muss, um die Transformation Xi anszu- 
führen. 

§ 11. Reziproke Tensoren. 

Die zu einer Transformation X 

2 = ca + fb + flc 

reziproke Transformation verwandelt die Yektoren e, f , g wieder in 
a*j b% c*, die drei zu o, b, c reziproken Yektoren, zurück. Daher 
lässt sie sich in der Form schreiben 

SC-^=a*e* + b*P + c*g*. 

Das setzt natürlich voraus, dass e^ f, g voneinander unabhängig sind. 
Denn wären sie voneinander abhängig, so wäre das äussere Pro- 
dukt efg gleich Nall und die reziproken Vektoren 

e*_l>l8 f*_fl><i n*_l><l 
ef g ' ^ - efg ' 8 - efg 

würden sich nicht bilden lassen. 

Die numerischen Beziehungen zwischen den Yektoren a*j b*, c*^ 
und den Yektoren e"^, f^^ g* lassen sich durch dieselben neun Mass- 
zahlen SLaß aasdrücken, durch die ,e, f, g aus a, b, c numerisch ab- 
geleitet werden. Denn aus 

e = aiitt + a^jb + a^jC usw. 
folgt 

e.a* = aji, e.b* = aig,c.c* = ajs usw. 
Daher ist 

a* = aiie* + a,ir + a8ig* 
b* = ai,e* + a,jf + a3jg* 

c* = aisc* + a,8f* + aj8g* 

In dem Schema der neun Masszahlen 
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%! *»i ^1 
%2 *n *8t 
*18 *28 *88 

sind nur die Reihen mit den Kolonnen yertauscht and die Mass- 
zahlen beziehen sich für die reziproke Transformation Z"^ nicht auf 
das System a, b, c, auf das sich die Masszahlen SLaß für SC beziehen, 
sondern auf das System e* f* g*. Wünschen wir i~^ auf a*, 6*, c* 
zu beziehen, so haben wir e*, f*, g* durch a***, 6% c* auszudrücken, 
d. h. wir haben die yektoriellen Bechnungen 

effl ' ^ - effl ' 8 - ef9 

auszuführen, indem wir für e, f, g ihre Ausdrücke in a% f>*j c* einsetzen. 
Das gibt 

fl* = a*8iö* + a*826* + a*88C* 

Das sind die ümkehrungen der oben hingeschriebenen Vektorglei- 
chungen, durch die a*, b*, c* numerisch aus c*, f*, fl* abgeleitet sind. 
Dieselben Masszahlen B*aß liefern die ümkehrungen der Gleichungen 

e = aiia + aj^B -f a^c usw., 

wenn wir nur die Indices y^ertauschen 

a = a*uC + a%if + a*8ifl 
b = a*i,c + a*„f + a*8,fl 

c = a*isC + a*28f + a*83fl- 
Denn von der Transformation SE"^, die wir uns auf a*, b*, c* be- 
zogen, also durch die Masszahlen a%^ bestimmt denken wollen, ge- 
langen wir zu der reziproken Transformation SC auf dem analogen 
Wege, auf dem wir von % zu 5E-* gelangten. X ist also durch die- 
selben Masszahlen a*a/9 bestimmt, nur sind die Indices zu vertauschen 
und sie sind nicht auf das System a% b*, c*, sondern auf e, f , g 
zu beziehen. 

§ 12. Der Tensorbegriff. 

fj^^ Eine solche Beziehung zwischen den beiden veränderlichen 
Vektoren t und t', wie sie durch 

r = S.r 



Ä 
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ausgedrückt ist, kommt nicht nur bei den affinen Transformationen 
des Baumes vor, sondern auch bei manchen anderen mathematisehen 
und physikalischen Betrachtungen, die an und für sich mit einer 
Transformation des Baumes nichts zu tun haben. Wir haben scfaion 
oben zwei solche Eälle kennen gelernt. Das^eine Mal wurde r' doreh 
den Gradienten einer gewissen skalaren Onsmnktion f (r) dargestellt, 
das andere Mal wurde r^ durch das vektorielle Produkt eines kon- 
stanten Vektors mirT'erhalten. tJm auch~ em pfiysikalisches Bei- 
spiel zu geben, so kann man in. einem Punkte eines elastischen, 
durch irgendwelche Ejkfte beanspruchten Körpers die Spannungen 
betrachten, die in den verschiedenen durch den Punkt laufenden 
Ebenen an der Stelle heirisbhen. Wenn wir uns den Körper in einer 
der Ebenen durchschnitten und den einen Teil weggenommen denken, 
so müssen wir uns auf die Elemente der Schnittebene gewisse 
Kräfte ausgeübt denken, wenn alles in dem yorigen Oleichgewicht 
bleiben soll. An 4eF-4>etraX!lh~tet€n^Steile können wir^^ms eine un- 
endlich kleine Plangrösse denkeif, die in ^r iscnnittefiene liegt und 
durch ihren Umlaufsinn andeutet, auf welcher Seite der festgehal- 
tene Körper liegt, z. B. durch die Festsetzung, dass er auf der po- 
sitiven Seite der Plangrösse liegen soll. Dann entspricht an der be- 
trachten Stelle jeder solchen Plangrösse eine gewisse Kraft, die 
dpit angebracht werden müsste, um das Gleichgewicht aufrech t^ zu 
verhalten. "^^ '^ . 

Wenn wir den weggeschnittenen Teil fest^halten und den an- 
deren weggeschnitten hätten, so müsQtOi die Plangrösse mit dem 
entgegengesetzten ümlayfdinn genommen werden, damit der fest- 
gehaltene Teil wieder auf ihrer positiven Seite liegt^Dann ist aber 
die Kraft auch der ersten Kraft gerade entgegengesetzt Die Be- 
schreibung des Spannungsznstandes an der betrachteten Stelle be- 
steht also in der Angabe der Beziehung zwischen Plangrösse und 
Kraft Die Plangrösse können wir durch ihre Ergänzung dargestellt 
denken und haben es somit bei einem gegebenen Spannungszustand 
mit einer Beziehung zwischen zwei Vektoren r und r' zu tun, von 
denen der eine eine beliebige unendlich kleine Plangrösse, der an- 
dere die zugehörige unendlich kleine Kraft ausdrückt Es wird inr 
der Elastizitätslehre gezeigt, dass in erster Annäherung für nicht 
zu starke Beanspruchungen des elastischen Körpers die Beziehung 



^ 
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z^wischen t und r' von der Art ist, wie wir sie bei der affinen 
Transformation kennen gelernt haben. Weitere Beispiele von solchen 
Seziehungen zwischen yeränderlichen Vektoren werden wir noch 
kennen lernen. 

Diese Anwendungen anf den elastischen Spannnngsznstand hat 
dazu geführt, für den Begriff der Zuordnung von r zu r das Wort 
„Tensor'' zu gebrauchen, ursprünglich sollte das Wort an den 
Spannungszustand erinnern (tendere = spannen, tensio = Span- 
nung); aber es hat heute die farblosere abstrakte 'Bedeutung be- 
kommen, dass es nur die Zuordnung eines Vektors zu einem an- 
deren ausdrückt, möge es sich nun um eine wirkliche Spannung 
handeln oder nicht Wir wollen das Wort von nun an in demselben 
neutralen Sinne brauchen und demnach von einem Tensor 

2 = ca-|-fb + flc 
reden, von dem konjugierten Tensor 

von dem reziproken Tensor 

von dem Tensor, der durch die Addition zweier Tensoren entsteht, 
von dem Tensor SEiSEf, der durch das Produkt zweier Tensoren 
entsteht usw. 

Sobald man einen Tensor numerisch bestimmen will, muss man 
ihn auf ein bestimmtes System von drei voneinander unabhängigen 
Vektoren a, 6, c beziehen, und zwar kann er, wie wir oben sahen, 
in der Form 

aiiaa + a^^bb + ajgcc -|- a^gcb + ag^bc + agiac + aiacxi 

+ a2ittb-f-aijba 

geschrieben werden. Er ist also aus den neun Tensoren ao, bb, cc, 
bc, cb, ca, ac, ab, ba durch die neun Zahlen a«^ numerisch ab- 
geleitet Wir nennen die neun Tensoren aa, bb, cc, bc usw. die 
Tensoreinheiten des Systems a, b, c und Oaß die Masszahlen des 
Tensors in bezug auf diese Einheiten, wobei die Werte 1, 2, 3 des 
ersten Index, den zweiten Faktoren a, b, c entsprechen und die 
Werte 1, 2, 3 des zweiten Index den ersten Faktoren. 

Oerade so wie ein Vektor durch seine drei Masszahlen aus drei 
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Vektoren a, b, c namerisch abgeleitet wird, so wird ein Tensor aus 
den neun Tensoreinheiten des Systems abgeleitet 

Ist siaß = A/fay SO ist, wio wir oben sahen, der Tensor sich 
selbst konjugiert Wir wollen das einen „symmetrischen Tensor^ 
nennen. Wenn wir die Masszahlen von r in bezag auf a*, b% c* 
mit X, y, z bezeichnen, so wird für einen symmetrischen Tensor 

2: . r . r = a^x» + a„y> + a^sZ* + Za^sya + 2a8iZx + 2ai,xy 

nnd die Beziehung 

r'=St.r 

kann, wie wir oben sahen, dadurch dargestellt werden, dass wir r' 

gleich dem Oradienten der skalaren Ortsfnnktion —St.r.r setzen. 

Das Vektorfeld des Oradienten veranschaulicht uns in diesem 
Fall geometrisch die Beziehung zwischen r' und r, indem wir je- 
dem Vektor r den Gradienten an derjenigen Stelle des Baumes zu 
ordnen, die er von aus abgetragen erreicht Jedem symmetrischen 
Tensor entspricht hiemach eine quadratische Form von drei Ver- 
änderlichen X, y, z 

St.r.r = ai3ix2 + a,,y« + a88z* + 2a88yz + 2a8izx + 2ai,xy, 

wo X, y, z die Masszahlen von r in bezug auf a* b* c* sind. Und 
umgekehrt, jeder solchen quadratischen Form von x, y, z, wo x, 
y, z Masszahlen sind, die sich auf drei beliebige voneinander un- 
abhängige Vektoren a*, b*, c* beziehen, entspricht ein symmetri- 
scher Tensor 

Z = a^ioa + a2,bb + agscc + a,8(bc + cb) + ajiCca + ac) 

+ ai,(ab + ba). 

Die Beziehung zwischen r und r' lässt sich, wie wir oben sahen, 
so darstellen, dass wir die Fläche zweiter Ordnung t'.r = SC.t.r 
= 1 konstruieren, indem wir t von aus abtragen. Für jedes r 
ist das X senkrecht zur Fläche im Endpunkt von r; t' fällt also 
Ton aus abgetragen in das Lot, das von auf die Tagential- 
ebene im Endpunkt von r gefällt werden kann, und seine Länge 
ist gleich dem reziproken Wert der Länge des Lotes. Für eine 
andere Fläche zweiten Orades, die einem anderen konstanten Wert 
von Z.x.x entspricht, brauchen wir uns nur r und x' beide in 
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g^leichem Masse verändert za denken. Werden r nnd r' beide n mal 
so gross angenommen, so wird r'.r n*mal so gross. 

Die symmetrischen Tensoren veranschanlichen demnach in einer 
gewissen Weise die quadratischen Formen von drei Yariabein. 

Ein Tensor, der dem zu ihm konjugierten entgegengesetzt ist, 
nennen wir einen „antisymmetrischen Tensor''. Für ihn ist a^^ = 
a«« = «88 = und a,, = — a»,, a^j = —^sj ai, = — a,i, wie 
^wir oben sahen, so dass er die Form anninmit 

Z = a„(cB — bc) + a8i(ac — co) + ai,(ba — ab). 

Wenn x, y, z wieder die Masszahlen sind, die r aus a*, b*, c* nu- 
merisch ableiten, so wird 

r'= S.r = a,g{cy — bz) + a8i(az — cx) + aij(bx — ay) 

_ a*Xx i*x x c*xr 

~ **' a*b*^'^*'^ a*b*c* "*'*^* a*b*c* 



a*b*c* 
D. h. r entsteht aus t dadurch, dass der konstante Vektor 

mit r vektoriell multipliziert wird. Dieser Vektor ist die Ergänzung 

der Plangrösse 

a,jbc + a,ica + ai,ab. 

Wenn man in dem Ausdruck des antisymmetrischen Tensors 

5t = a,8(cb — bc) + a8i(ac — co) + ai,(ba — ab) 

alle Glieder so auffasst, als wären es äussere Produkte von zwei 
Vektoren, so geht X in die Plangrösse 

^ = 2a,8cb4-2asiac + 2ai,ba 

über. Die Beziehung zwischen r' und r kann dann so geschildert 
werden; es wird aus r das vektorielle Produkt 

gebildet. Jedem antisymmetrischen Tensor entspricht demnach eine 
bestimmte Plangrösse $ und umgekehrt jeder Plangrösse $ ent- 
spricht ein bestimmter antisymmetrischer Tensor, der nichts anderes 
bedeutet, als den Übergang eines veränderlichen Vektors t zu dem 
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Tektoriellen Produkt von r mit der halben Eigäozung von 9. Die 
Flangrösse $ lässt sich genau so schreiben wie der Tensor 2: 

^ = a3i3(cb — bc)4-a3i(ttc — CO) + »12(60 — fl&)> 
nur bedeuten hier die einzeben Glieder äussere Produkte der Yek- 
toren a, B, c 

Jeder beliebige Tensor X lässt sich als die Summe eines sym- 
metrischen und eines antisjmmetrischen Tensors schreiben 

2: = 5Ci + SE,. 
Der symmetrische Tensor Xi ist die halbe Summe von St und dem 
ihm konjugierten St; der antisymmetrische Tensor ist die halbe Dif- 
ferenz von St und dem konjugierten X. 

Es sei z. B. eine Drehung um eine durch laufende Achse 
gegeben mit dem Drehungswinkel d: Sie verwandelt einen von O 
aus abgetragenen Vektor r in einen Vektor r . Der Übergang defi- 
niert einen Tensor X. Diesen Tensor wollen wir in einen symme- 
trischen Tensor Xi und einen antisymmetrischen X^ zerlegen. Bei 
einer Drehung ist, wie wir oben sahen, der konjugierte Tensor 
gleich dem reziproken, folglich 



^ = 



a: + st-^ 



s.= 



a:— st-^ 



2 ' ->— 2 

Wir wollen uns die Drehungsachse senkrecht zur Ebene der 
Zeichnung (Fig. 32) vorstellen. Bei der Drehung bewegt sich ein 

Punkt P in der Ebene der Zeichnung in einem 
Ejreisbogen nach F, bei der reziproken Drehung 
bewegt er sich nach P". Jeder Punkt einer durch 
P senkrecht zur Zeichenebene laufenden Gera- 
den bewegt sich parallel zur Zeichenebene und 
bleibt in derselben Senkrechten mit dem in der 
Zeichenebene sich bewegenden Punkte. Ebenso 
bei der reziproken Drehung. 

Ist r der Vektor, der von zu dem Punkte 
in seiner ursprünglichen Lage führt, so kann 
der also aus zwei Teilen zusammengesetzt wer- 
den, aus dem Vektor, der von nach P führt 
und einem konstanten Teil c, der zur Zeichenebene senkrecht ist. 
Dann wird offenbar S^.r gleich dem Vektor OQ-f-c, wo Q in der 




Fig. 32. 
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Mitte zwischen F' und F' liegt und 2^r wird gleich der Hälfte des 
Vektors F'F, d. h. gleich dem Vektor QF. 

Die, Transformation X^^x nebt alle zur Drehungsachse paralle- 
len Geraden an die Drehungsachse heran, so dass sich ihre Entfer- 
nung im Verhältnis cos ^ verkleinert (ein negativer Wert von cos & 
bedeutet dabei, dass die Orade auf die entgegengesetzte Seite von 
O tritt), sie presst den Baum symmetrisch um die Drehungsachse 
zusammen, wozu bei negativem cos & noch eine Umklappung hin- 
zutritt Die Transformation X^.x fügt zu Sti.r den Vektor QP' hin- 
zu, der das vektorielle Produkt eines auf d^r Zeichenebene senk- 
rechten Vektors von der Länge sin^ mit r ist 

Vektoranalytisch würde sich diese geometrische Überlegung so 
darstellen. Wir nehmen ein zu sich selbst reziprokes rechtsgewun- 
denes System i, ), f <an, bei dem I der Drehungsachse parallel ist 
Die Drehung verwandele t, j, I in i', f , 1, wo 

t'= co8^i-|-sin#ji 

j' = — sin ^t 4- cos ^ i 
Dann ist 

2 = n + n + " = cos{^(iiH-ii) + ll-i-sin*ai-ii) 
X = n' + n'+n = cos*(H4.n)-f ll-sin*(it-ii). 

Der erste Teil ist der symmetrische Tensor 

SCi = cos^(H + ii) + ll, 

der iy ji, t in cos^i, cos^j, I verwandelt, der zweite Teil ist der 
antisymmetrische Tensor 

2:, = sin^(ii-ii), 

der dem Vektor r den Vektor 



zuordnet, wo 



also 



tXly? 






tX I -i-? = äa*'Xf 
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ist Wenn der Drehnngswinkel ^ klein ist, so ist 1 — cosA* ^on 
zweiter Ordnung gegen sin d: In dem Ausdruck für den Drehungs- 
tensor wollen wir dann cos ^ = 1 — 2 sin' & / 2 einführen and 
schreiben : 

a; = U4.n + II + sin*ül-ii)-28in»-|.(U + ii). 

Wenn man den Beitrag, den der mit dem Faktor 8in'^/2 be* 
haftete Teil bei der Bildung von r' = X.x hinzubringt, vernach- 
lässigen kann, so wird 

und, da man schon Glieder von zweiter Ordnung in # vernach- 
lässigt, so wird maa für sin ^ den Winkel selbst setzen 

Der erste Teil il + Ü + If lässt bei der Bildung von 2;. r den Vek- 
tor r ungeändert, so dass wir erhalten 

SC.r = r-f *(ix — iy) 
oder 

wo Xs ^^^ unendlich kleinen antisjmmetrischen Tensor bedeutet 
und 1 für den Ausdruck 

il -f- jii -f- II oder a*a + b*b-|-c*c 

geschrieben ist In dieser Form kann also jeder unendlich kleine 
Drehungstensor ausgedrückt werden. 

Wenn ein beliebiger Tensor X sehr wenig von 1 verschieden 
ist, d. h. wenn X.x sehir wenig von r abweicht, so ist S — 1 (wo 
1 füra*a + B*B-[-c*c steht) ein kleiner Tensor. Wir zerlegen ihn 
in die Summe eines kleinen symmetrischen und eines kleinen anti- 
symmetrischen Tensors 

Z—1 = 3^ + 2; 
oder X = l + Z^ + Z^. 

Nun ist 2!^ . 2;, ein Tensor, der von höherer Ordnung als Sti und £, 
ist Wenn wir ihn gegen X^ und X^ vernachlässigen können, so 
dürfen wir daher auch schreiben 

X^1 + Z^ + Z, + Z,,Z, 
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worin nun 1 + ^ cler symmetrische Teil des Tensors X und 1 + 3!^ 
bis auf Grössen höherer Ordnung ein Drehungstensor ist, der aus 
dem antisymmetrischen Teil von X durch Hinzufügung von 1 ent- 
springt 

Damit haben wir hier die Zerlegung von X in ein Produkt 
eines symmetrischen mit einem Drehungstensor in einfacher Weise 
aus der Zerlegung in eine Summe eines symmetrischen und eines 
antisymmetrischen Tensors abgeleitet, die oben auf allgemeinere 
Weise als möglich nachgewiesen war. 

Es seien x, y, z die Masszahlen eines veränderlichen Vektors 
X in bezug auf drei voneinander unabhängige Yektoren a, B, c 

r = xa + yb + ac. 

Aus diesen Masszahlen seien durch drei lineare Oleichungen 

§ = aiix + a,iy + a8iz 

/y = ai,x + a„y + a8tz 

£ = ais^ + aisJ + assZ 
drei andere §, ^, S abgeleitet, die in bezug auf dieselben Vektoren 
ü, B, c zu einem zweiten Vektor r 

t'=§Q + i7b + £c 

führen. Setzen wir für g, tj^ g ihre linearen Ausdrücke ein, so er- 
gibt sich 

r'=xe + yf + zg, 

wo c = ana + aijb-j-aisC 

f = asia + a,,b + a,sc 

D. h. der Übergang von r zu r ist durch den Tensor dargestellt 

Sr:=ca* + fb* + flc*, • 

der »die Vektoren a, b, c in c, f , g überführt Setzen wir für c, f , g 
ihre Ausdrücke in a, b, c ein, so nimmt £ die Form an 

S = aiitttt* + a„bb* + »ssCC* + a^gcb* + a^jbc* + agjac* + a^ca* 

Die neun Masszahlen s^ß beziehen sich auf die neun Tensoren aa% 
ii*^ cc*, cb"** usw. aus denen X numerisch abgeleitet ist 

Jedes System von drei beliebigen linearen Funktionen dreier 
Veränderlichen, die als Masszahlen in bezug auf drei voneinander 

Bange, Vektonmtlysli. I. 11 
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unabhängige Yektoren aufgefasst werden, entspricht somit einem 
bestimmten Tensor. Jeden Tensor können wir auf diese Weise ans 
irgendeinem System von drei voneinander unabhängigen Vektoren 
a, 6, c entstehen lassen. Wir brauchen ihn nur auf die Form 

zu bringen y was immer möglich ist, in welcher Form auch X ge- 
geben sein möge, indem man in jedem Gliede die zweiten Vektoren 
durch a% h*, c* ausdrückt und die Glieder dann nach den zweiten 
Faktoren ordnet Die Masszahlen der e, f, g in bezug auf a, 6, c 
liefern dann mit Vertauschung der Reihen und Kolonnen die Koef- 
fizienten der linearen Funktionen. 

§ 13. Umklappungen und Drehungen. 

Eine Umklappung um die t-Achse (d. h. eine Drehung um 
zwei Rechte) verwandelt die Vektoren ji, t in — j[, — I, während i 
ungeändert bleibt. Sie wird denmach durch den Tensor 

dargestellt, wofür wir auch 

2tl — ii — ii — II oder 2ii — 1 

schreiben können. Für den Tensor St = ii + ü + II ist 1 geschrieben^ 
weil er i, j[, I wieder i^ j[, I entsprechen lässt und £.r demnach r 
ist Zwei Umklappungen um verschiedeujs Achsen geben zosammen- 
gesetzt eine Drehung. Wir wollen die beiden Umklappungstensoren 

21t — 1 und 2iY— 1 

zusammensetzen zu dem Drehungstensor 

5£: = (2tY— l)(2il — 1) 
= 4l'(r.i)i — 2li — 2tY+l. 

Wenn wir alle Tenne als äussere Produkte ansehen, so verschwin- 
den ii und i'i^ und ii -|- Ü + ^^ ^^^ ^^ erhalten die Flangrösse 

4(i'.i)t'i 

Wie wir oben fanden, steht diese Plangrösse senkrecht auf der 
Drehungsachse, die Drehung erfolgt im Umlau&inn der entgegen- 
gesetzten Plangrösse 

4 (IM)«', 
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vatä ibr numeriscber Wert ist gleich dem doppelten Sinus des 
Diehangswinkels (wobei wir die Drehung so ausgeführt denken, 
dass der Drehungswinkel kleiner als 180^ ist). Bezeichnen wir den 
Winkel zwischen i unn i', den wir kleiner oder gleich 90^ voraus- 
setzen können, weil wir statt t' auch — i' setzen können, ohne den 
Tensor zu ändern, mit a, so ist der numerische Wert von 

4:[xA)xx 

gleich 4 cos a sin a = 2 sin 2 a. Also ist der Winkel zwischen i und 
i' gleich dem halben Drehungswinkel. Jede Drehung kann auf diese 
Weise durch zwei Umklappungen ersetzt werden. Man hat t und 
i' nur so zu wählen, dass beide auf der Drehungsachse senkrecht 
stehen, dass sie von der Länge eins sind, den halben Drehungs- 
winkel miteinander einschliessen (der kleiner oder gleich 180^ vor- 
ausgesetzt werden kann), und so aufeinander folgen, dass der üm- 
laufsinn der Plangrösse tf den Drehungssinn angibt 

Eine Spiegelung an der jit- Ebene verwandelt t in — t, während i 
und I ungeändert bleiben. Sie entspricht daher dem Tensor 

— ii + ii + f' oder — 2ti + L 
Dieser Tensor ist dem der XJmklappung 2tt — 1 gerade entgegen- 
gesetzt In dem Drehungstensor 

iE = (2iY-l>(2ü — 1) 

können wir nun beide Faktoren ins Entgegengesetzte verwandeln, 
ohne den Tensor zu ändern . 

S = (— 2tT-f 1) (^ 2ü + 1) 
= 4r(t'.t)i — 2Ü — 2tY+l. 

Mithin können die beiden ümklappungen um i und x' auch durch 
Spiegelungen an den zu i und i' senkrechten Ebenen ersetzt werden. 
Wir wollen den Drehungstensor in seinen symmetrischen und 
seinen antisymmetrischen Teil spalten 

X, = 2(r.i)(t'l + ir) — 2n — 2iY-fl 
Si:, = 2{t'.i)(i't — ü'). 

Die Drehung ist mit der Flangrösse ii' vollständig gegeben, deren 
numerischer Wert den Sinus des halben Drehungswinkels, deren 
Normale die Drehungsachse und deren Umlau&inn den Drehungs- 
sinn bestimmt Wir wollen diese Tatsache in den Ausdrücken für 

11* 



164 



Tensoreii 



^ und X, in Evidenz setzen, in dem wir die Eigänzong der Pian- 
grösse ii' gleich ixf = 8ini?-f2I setzen und i| i, I einführen. Der 
Kürze halber wollen wir l.i'=: co8<^/2 = (> und sinfr/2 = ö 
setzen. Dann ist 

Diesen Attsdruck führen wir in X^ für i' ein and eiiialten somit 

. 2p(t'i + «') = 4pMl + 2(>ööi + iÖ 

2t'r = 2p»li + 2(»<Jöl + ii) + 2tf«ji 

i't — tt' = ö(ji — ij). 
Fol^di wird 

5J:j= — 2<J«(U + n) + l = 1 — 2ö» + 2ö»I!, 

. a:, = 2p<jai-iö- . 

Hiermit ist das Gewünschte eireicht In dem Ausdruck für 2^ kommt 

nur der Vektor i X i' = i^I und der numerische 
Wert ö vor. Die Transformation S£| . r besteht 
aus (1 — 2<i*) r + 2 ö* I (I . r). Dadurch wird der 
Endpunkt P tou r, wenn wir uns r von aus 
abgetragen denken, an die Drehungsachse im 
Verhältnis 1 — 2 ö* = p* — ö* = cos * heran- 
gezogen. Das ist auch direkt an der Figur 33 
zu bestätigen. Wenn nämlich OQ/OP=-cos^ 
gemacht wird, so' ist Q = (1 — 2 <;») r, Q P = 
2<j2r, OS = I(f.r), QR:OS = QP:OP, also 
QR = 20«l(l.r) und mithin 

%^.x = OQ + QR = OE. 
Andererseits ist SE, . r = 2pö (j[i — tj[) . r 

= 2e<jrxl 
nichts anderes als die vektorielle Multiplikation von r mit 2Qixl\ 
Zi und 5£s sind auf diese Weise beide durch die Zahl q = oos^/2 
und den Vektor ixi' ausgedrückt 

SCi = 2()« — l + 2(txr)(ixt'), 
Z^.x = 2^rx(txt'). 

Wenn man Z auf ein beliebiges System F, ji, f bezieht, so treten 
in % ausser q die drei Masazahlen der Plangrösse ti' oder ihrer 
Ergänzimg auf 

iXi'= Xi^fii + vt. 




Fig. 38. 
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Da der ntuneriscbe Wert gleich « ist, so haben wir 

e»H-i» + /B« + v» = l. 
IDanoit wird 

2, = (2p«-l)(H + if+if) + 

+ 2^i'(l f + ! ß + 2v2(i i + fÖ + 2JLfi(i 1+ fi), 
und 

5C,==-2p[2(iI-ii) + /.(ii-il) + i;(ii-ri)l. 
Das System der neun Masszablen wird somit gleich 

(2p2 — 1) + 22», 2Xfi + 2pv, 2vX — 2(ffi 

21ii — 2qv, 2q^ — 1 + 2 fi\ 2fiv + 2QX 

2vX + 2Qii, 2hv — 2qX, 2q^ — 1 + 2v^. 

Diese neun Grössen sind die Masszahlen der drei Vektoren, in 
welche t, i, I bei der Drehung übergehen. Sie geben die Transfor- 
mation des einen rechtwinldigen Koordinatensystems in das andere, 
tun in der Sprache der gewöhnlichen analytischen Oeometrie zu 
reden und sind in dieser Form schon von Euler angegeben worden. 
Yektoranalytisch sind sie in dem Ausdruck 

s = (2p«-i)+2(ixr)(ixr)+2p(n-ü') 

enthalten, den man auf ein beliebiges System von Vektoren be- 
ziehen kann. 

Bei einer affinen Transformation mögen die Vektoren a, B, c 
in e, f, g verwandelt werden, so dass ihr der Tensor . 

S = ca* -f f b* + flc* 
entspricht Die Plangrössen bc, co, ab gehen dann in die Plangrössen 
ffl) 9^ (f ^ber; aber die Ergänzungen der Plangrössen bc, ca, ab 
brauchen nicht etwa in die Ergänzungen von fg, ge, ef überzu- 
gehen. Denn ein Vektor, der auf einer Plangrösse senkrecht steht, 
wird nach der Transformation im allgemeinen nicht mehr auf der 
transformierten senkrecht stehen. Die Beziehung also zwischen der 
Ergänzung einer Plangrösse $ und der Ergänzung der Plangrösse 
$', in die sie durch die Transformation übergeht, wird nicht durch 
den Tensor 

5C = ca* + fb* + 8c* 

vermittelt, sondern durch einen anderen Tensor, der die Vektoren 
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BXc, cxa, axh in die Vektoren fxg, gXe, eXf überfuhrt 
Nun ist 6 X c = a"^ (abc) usw. Also können wir diesen Tensor schreiben 

Der Ausdruck in der Klammer ist konjugiert zu dem Tensor 

Si;-i = ac* + Bf*-f cfl* 

der die Vektoren e, f, g in o, b, c verwandelt und demnach zu X 
reziprok ist Wir können somit schreiben 

S-i = e*a + rb + 9*c. 

Der Tensor, der bei einer affinen Transformation SC, die Er- 
gänzung einer Plangrösse in die iBigänzung der transformierten 

Flangrösse verwandelt, ist also gleich dem Verhältnis — ^, üot dem 

sich ein Bauminhalt ändert, mal dem Tensor X^\ d. h. dem Tensor, 
der dem zu X reziproken konjugiert oder, wie wir auch sagen können, 
dem zu X konjugierten Tensor reziprok ist Denn der zu X kon- 
jugierte Tensor ) 

a*c + b*f + c*8 

verwandelt c*, f*, fl* in a*, b*, c*, der zu ihm reziproke also a* 
b*, c* in e*, f*, g* und hat mithin die Gestalt 

e*a + f*b + 8*c. 

Bei einem symmetrischen Tensor ist 2; = 5E, also X"^ = SC""^; hier 
verwandelt also der reziproke Tensor die Ergänzung einer Plan- 
grösse in die Ergänzung der transformierten Plangrösse, wenn wir 

von dem numerischen Faktor — ~=- absehen, der noch eine geome- 

abc ^ 

trisch ähnliche Veigrösserung oder Verkleinerung bedeuten würde, 

zu der noch eine Inversion hinzutritt, wenn — ^^ negativ ist, d. h. 

wenn der Windungssinn dreier Vektoren bei der Transformation 
geändert wird. 

Betrachten wir z. B. eine Kugel, die durch einen symmetri- 
schen Tensor in ein EUipsoid von gleichem Bauminhalt übergeführt 
wird, ohne Änderung des Windungssinnes. Ein Element der JCugel- 
oberf lache geht in ein Element des Ellipsoids über; aber die Nor- 
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male des Eugelelementes geht nicht in die Normale des letzteren 
über; sondern in den zugehörigen Darchmesser. Dagegen verwandelt 
^er reziproke Tensor die Normale der Kugel in die Normale des 
JSlIipsoides für den betrachteten Pankt und das Längenverhaltnis 
ist dabei das gleiche wie das der Oberflächenelemente. 

Bei einer Drehung oder einer mit einer Inversion verbun- 
denen Drehung X ist, wie wir oben sahen, der konjugierte Tensor 
SC mit dem reziproken identisch und daher X"^ = X und zugleich 
^fS = +CLbt. Je nachdem eine Inversion zu der Drehung hinzu- 
tritt oder nicht, wird also die Ergänzung einer Plangrösse dabei 
der Ergänzung der transformierten Plangrösse en^egengesetzt oder 
gleich sein. Man erkennt, dass dieser Fall nur bei diesen Tensoren 
auftreten kann. Denn aus Z-^ = X folgt X = I""S was bei keinen 
anderen Tensoren zutrifft. 

§ 14. Tensorfelder. 

[ßbenso wie wir von dem Begriff des Vektors zu dem Begriff 
des Vektorfeldes aufgestiegen sind, so führen wir jetzt auch den 
Begriff des Tensorfeldes ein. In jedem Punkte des Raumes oder 
eines Teiles des Raumes denken wir uns einen Tensor gegeben; 
▼on Punkt zu Punkt aber kann er sich verändern. Einem irgend- 
welchen Spannungen unterworfenen elastischen Körper z. B. ent- 
spricht ein Tensorfeld von symmetrischen Tensoren, die seinen 
Spannungszustand in jedem Punkte darstellen. Würde er in jedem 
seiner Teilchen in derselben Weise beansprucht, so wäre der Tensor 
überall derselbe, das Tensorfeld wäre konstant. Im allgemeinen aber 
ändert es sich von Punkt zu Punkt. Denken wir uns den symme- 
trischen Tensor, der zu irgendeinem Punkte gehört, auf die Form 

gebracht, so stellen t, ji, t die Hauptspannungsrichtungen dar. Auf 

eine Plangrösse 

d@i = da>il 

von der Grösse da> wirkt die auf ihr senkrechte Kraft 

XA&i = S.dcöi = 2idcot 

Ein positiver Wert von Xi würde eine Kraft bedeuten, die in 
der Richtung der Ergänzung von d@ =s dcojf wirkt Wenn wir 
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also die Festsetzung gemacht haben, dass beim Dorchschneideii des 
Körpers die Plangrösse so umlaufen wird, dass der stehengebliebene 
Teil des Körpers auf ihrer positiven Seite liegt, so bedeutet ein posi- 
tiver Wert von l^ einen Druck, ein negativer einen Zug. Ebenso 
erfährt die Plangrösse dcoti die Kraft 

55:d®2 = 2:.d(öj = Ijdoj, 

die Plangrösse dcotj die Kraft 

Sd@3 = I.d(öI = Jlsdcot 

Auf diesen drei Plangrössen steht jedesmal die zugehörige Kraft senk- 
recht Für irgendeine andere unendlich kleine Plangrösse A&iBtXd& 
die an ihr angreifende Kraft Denn die Plangrösse d® lässt sich 
als eine der vier Begrenzungsflächen eines Tetraeders auffassen, 
dessen andere Begrenzungsflächen d®^, d ®,, d®, parallel jit, ti, i| sind. 
Nehmen wir bei allen vier Flächen den ümlaufsinn derart, dass 
das Tetraeder auf der positiven Seite liegt, so ist 

d® + d®i + d®2 + d®3 = 
und somit 

SCd® + Sd®, + Std®, + Sd®3 = 0. 

Die letzten drei Tenne ' sind die an den entsprechenden Flächen 
angreifenden Kräfte. Da die an d® angreifende Kraft mit diesen 
im Oleichgewicht steht, so ist sie mithin gleich Xd&. 

Ebenso bestimmt die Deformation des Körpers an jeder Stelle 
ein Tensorfeld: Betrachten wir nämlich einen Punkt des Körpers 
im undeformierten Zustande und denken uns drei sehr kleine von- 
einander unabhängige Yektoren ea, €b, €C von aus abgetragen, 
so werden die materiellen Punkte des Körpers, die auf diesen 
Strecken liegen, nach der Deformation drei andere sehr kleine Yek- 
toten 6ty £f, £g bilden. Die ganze Deformation der Nachbarschaft 
von ist in erster Annäherung affin und wird daher durch den 
Tensor 

dargestellt, der die Yektoren £a, eb, sc in ee, £f, £g verwandelt. 
Die Kleinheit der Yektoren werfen wir dabei in die Kleinheit von 
£, so dass der Tensor aus endlichen Yektoren gebildet ist 

Es sei die Deformation eines Körpers dadurch gegeben, dass 
in jedem seiner ursprünglichen Punkte der Yektor i angegeben sei. 
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der die Yerschiebung des Funktee in seine neue Lage darstellt 
Denken wir nns d als Funktion des Ortsvektois r gegeben, der von 
einem festen Funkte zu dem betrachteten Funkte führt, so wird 
der unendlich kleinen Änderung dt eine unendlich kleine Ände- 
rung i8 entsprechen. Wie auch die Beziehung zwischen d und r 
gestaltet sein möge, so wird die Beziehung zwischen den unend-^ 
lieh kleinen Vektoren durch lineare Gleichungen zwischen ihren 
Masszahlen ausgedrückt, und demnach die Beziehung zwischen di9 
und dt durch einen Tensor % so dass 

A§ = St.dt. 

Wir können ST als ein Analogen zum Differentialquotienten be- 




<^ 



trachten, nur dass es sich hier um die 
Abhängigkeit zwischen zwei Vektoren 
handelt, die differenziert wird. Wenn nun 
der Verschiebungsvektor i^ von dem be- 
trachteten Funkte F bis Q führt, wenn 
femer dr von F zu F* und ö'= 5 + dd 
von F zu Q' führt (Rg. 34), so ist der 
Viktor QQ' gleich 

dr + dÄ = (1 + S£:).dr. 

Der Tensor 1 -}- X drückt also die /> 

Beziehung zwischen dem undeformierten 

Vektor FF und dem djeformierten QQ' 

ans. Wünschen wir diesen Tensor 1 + £ 

für die numerische Bechnung auf ein System i, j, 1 zu beziehen, so 
haben wir zunächst t und i8 aus i, i, I numerisch abgeleitet zu denken 

r = xi + yi + zl, 
Ä= ul + vj + wl, 

und haben u, v, w als Funktionen von x, y, z zu setzen. Die drei 

Vektoren 

dxi, dyi, dzl 

verwandeln sich durch den Tensor X in 



Fig. 84. 



bx 



dx, 



öy 



Mithin ist 



a: = 






dy, 
hg 



hz 



dz. 



'+-iFi + -^' 
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Die neun Masszahlen des Tensors 1 + 2^ sind demnach in bezng 

auf i, i, f 

6u . bv öw 



1 + 



bx ' bx ' 6x 

bu 1 I öv J^w 
1 + 



by ' • by ' by ' 
bu ^^ 1 j_ ^^ 



bz ' bz ' ' bz 

Wir zerlegen 1 -f- ^ "^ einen symmetrischen und einen antisym- 
metrischen Teil 

i + si; = i + a:, + 2:„ 
^ z+z ^ z—z 

Sind Sil und Z^ klein genug, um Vektoren, die gegen St^.r und SE^.r 

Yon zweiter Ordnung sind, zu yemachlässigen, so können wir, wie 

schon oben bemerkt • 

1 + Z = {l + Z,){l + Z,) 
oder auch 

= (i + sc,)(i+a:i) 

setzen und 1 + 2is als Drehungstensor auffassen. Da eine Drehung 
die Entfernung irgend zweier Punkte ungeändert lässt, also den 
Körper nicht deformiert, so können wir 

1 + a:, 

als den Deformationstensor bezeichnen. Wie oben gezeigt, können 
wir 2^1 auf die Form bringen 

1 -)- STi erhält somit die Form 

(i + A,) i'i' + (1 + 2,) i' r + (1 + ;,) ff, 

d. h. die Deformation des Eörperelementes besteht in den drei 
Dehnungen (X >» 0) oder Pressungen {Z < 0) längs den drei dorch 
r, f , f bestimmten Achsen. Die ganze Ortsveränderung des den 
Endpunkt P von r umgebenden Elements besteht also in der Par- 
allelyerschiebung von P nach Q in der Drehung 1 + ^ ^^^ ^ 
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diesen Dehnimgen oder Fressangen 1 + ^' ^^ Summe der drei 
Dehnungen oder Pressungen 

1 + ^ + 1 + ^ + 1 + ^ 

ist gleicii dem Wert, den wir aus jeder Form des Tensors 1 -|- £ 
erhalten, wenn wir in allen Gliedern die beiden Vektoren skalar 
miteinander multiplizieren, also gleich 

('+-|r)-'+(i+t)i+(<+^)<. 

d. i. gleich 

j -, I n . >» bu , bv , bw ^ ^ 

oder ^ + i, + a, = ^ + ^ + ^ = V.«. 

Das Verhältnis der Baumtransformation für den Tensor 1 + X 
ist gleich dem äusseren Produkt 



('+ii)(i+^)('+^)- 



Vernachlässigt man beim Ausmultiplizieren die Grössen zweiter 
Ordnung, so erhält man 

d. h. gleich 

+ i: h -5r- = V . j8 ist also der Bruchteil, um den das Volum- 



hx bj hz 
teilchen bei P vergrössert oder verkleinert wird, je nachdem -j— - 

-|- -j- f- -T— positiv oder negativ ist 

Betrachten wir z. B. den FalL dass 

d = 6t<l.r), 

d. h. es sollen alle Funkte der ij[- Ebene (I.r == 0) unverschoben 
bleiben, dagegen jeder Punkt P ausserhalb der Ebene um den Be- 
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trag e(t.r) = £Z also pToportional seinem Abstände s Ton der tj- 
Ebene aber auf den beiden Seiten entgegengesetzt parallel i ver- 
schoben werden (Fig. 35). Dann ist 

dd = €i(!.dr), 
also l + 5C=l + eil, 




SC, = J(il-li). 

Ein Würfel, dessen eine Ecke in 
liegt und dessen Kanten von ans- 
Y^ 35 gebend die Yektoren i, j[, f beschreiben, 

wird dabei in ein Parallelepipedon ver- 
wandelt Die Ecke sowie die von ausgehenden Kanten parallel 
i und I bleiben liegen. Die Kante parallel t verwandelt sich in 
(1 + 25 f = l + 6l Man nennt das eine Scherung des Körpers. Diese 
Veränderung des Würfels können wir, wenn e so klein ist, dass 
Glieder zweiter Ordnung in e nicht in Betracht kommen, aus einer 
Drehung 1 -f £, um die I-Achse im ümlaufsinn von li und dem 
Drehungswinkel £/, einerseits und andererseits aus der Defor- 
mation 

l + 5C = l + |(i! + Ii)*=(t + |l)l + ii + (t+|i)!, 

/ 

die i und I in t + -n und I + o ^ verwandelt und ) ungeändert 

läBst, zusammensetzen. Dieser Deformationstensor lässt sich auch in 
der Form schreiben 



d. h. er verwandelt das sich selbst reziproke System 



i + f . I::^ 

in (1 + 6/2) -ü^ , i, (1 — e/2) ^^^, oder er besteht in der Deh- 

nang 1 + e/2, parallel t + 1 nnd der Pressung 1 — e/2 parallel t— i 
(Fig. 36). Das Yerhfiltnis entsprechender Yolomina ist 




TenBorfelder 173 

(t + a/2!)i(t+^ /2i) _ 

d. h. wenn man von Grössen zweiter Ordnung absieht, so wird das 
Volumen durch die Deformation nicht geändert Wir haben es nur 
mit einer Formänderung, nicht mit einer Yo- 
lumänderuDg des Würfels zu tun. 

Betrachten wir andererseits den Fall, dass 
der Yerschiebungsvektor 10 

« = e!(I-r). 

Dabei bleiben wieder alle Punkte der i j[-Ebene ^/^^^^^-^-a 1 ^^^ 

(t . r s=s 0) un verschoben ; jeder Punkt P ausser- 
halb der Ebene wird parallel I, also senkrecht 
zur Ebene, um den Betrag €(I.r) = ez, d.h. 
proportional zu seinem Abstände von der Ebene aber auf den beiden 
Seiten entgegengesetzt verschoben. 

Dann ist 

d« = £l(I.dr), 
also' 

l + S = l + 6H = it + n + (l + e)lt 

Das ist ein symmetrischer Tensor, der i, j, I in i, ji, (1 + e) I ver- 
wandelt Das Verhältnis entsprechender Bäume ist 1 + €. 
Kehren "wir nun zu dem allgemeinen Tensor 

1 + 1 = 1 -t-^r-' + ir-^li + ir-* 

' ' öx oy oz 

und seinem symmetrischen Teil 

i+a:, = i + ^f^ 

zurück. Er lässt sich schreiben 

.+^=(i+^)„+(i+|i)u+(n:a>. 

öd 6d öiS 
Wenn nun wieder t— , -r— , -r— so klein sind, dflss die Qua- 

öx ' oy oz ; . 
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drate ihrer Masszahlen vernachlässigt werden können, dann 
sich 1 -{- S^i ii^ 6Ü^ Produkt von den sechs Tensoren zerlegen 

die in irgendeiner Reihenfolge hintereinander angewendet werden; 

denn beim Ausmnltiplizieren geht das Produkt, wenn man nur die 

Grössen erster Ordnung beibehält, in 1 -f- 2i ^ber. Drei von ihnen 

sind von dem l^us 

1 + «H 
und drei von dem Typus 

i+|(fi + iD. 

Bei einem elastischen Körper bestehen zwischen den sechs 
Masszahlen des Deformationstensors und den sechs Masszahlen* des 
Spannungstensors Beziehungen, durch welche die einen durch die 
anderen berechnet werden können. Für hinreichend kleine Defor- 
mationen kann man die Beziehungen als linear ansehen. Sie Ter- 
einfachen sich bedeutend, wenn der Körper homogen und* isotrop 
ist Denn in diesem Fall wird der Deformationstensor Zi für ein 
System i, ji, I, für das der Spannungstensor auf die Form 

^H + Mi + V« 
gebracht ist, ebenfalls dieselbe Form 

fhii + Mi + f^sn 
annehmen müssen und die Einwirkung von fi^ und /113 auf X^ wird 
aus Symmetriegründen die gleiche sein, sowie gleich der von (i^ 
und fii auf 2^ und von fi^ imd /i^ auf X^. 
Aus der Gleichung 

müssen aus Symmetriegründen, weil in den verschiedenen Rich> 
tungen die elastischen Eigenschaften dieselben sein sollen, die an- 
deren beidm durch zyklische Yertauschung der Indices hervor- 
gehen. Dies^ Gleichungen können wir auch in der Form schreiben 
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2^ = {& — h)tia + h{(i^ + fi^ + fi^). 
Bezeidmen wir den Spannungstensor mit @, so wird demnach 

Dabei kann jetzt t, j, t irgendein beliebiges, zu sich selbst reziprokes 
System sein und u, v, w, x, y, z die zugehörigen Masszahlen von 

d und r. Denn in jedem dieser Systeme hat -r h -r-^ + -r-^ den- 

öx öy ' oz 

selben Wert Bezieht man Xi auch auf dieses System t, j, l, so er- 
halt man die sechs Masszahlen des Tensors ©, ausgedruckt durch 

die sechs Masszahlen von SE^. Schreiben wir V • ^ för -^r^ 1- -;r — 

ox oy 

w 
-{- -y-— j SO nehmte die sechs Masszahlen von @ die Form an 

(a-b)|^ + bV.«, (a-b)|~ + bV.Ä, (a-b)|J + bV.«^ 
a — b /öv bw\ a — b /öw , J^ii \ a — b /bu bv\ 

und die Spannung für eine durch den betrachteten Punkt gelegt» 
Plangrösse d$ wird, wenn do>n die Eigänzung der Plangrösse und 
da» ihr numerischer Wert ist, auf die Flächeneinheit berechnet gleich 

©.n = (a — b)iEi.n + b(V.«)n. 

Die Spannung ©.n lässt sich also für die verschiedenen Rich- 
tungen der Normale n von der Länge eins so beschreiben: Sie be* 
steht aus zwei Teilen, der eine ist der Yektor in den sich (a — b) it 
bei der Transformation Sti verwandelt, der andere ist proportional n. 

Die Strömung einer Flüssigkeit sei dadurch gegeben, dass daa 
Vektorfeld seiner Geschwindigkeit t> als Funktion des Ortsvektors 
t jedes Punktes bestimmt ist. In dem Zeitteilchen dt ist dann der 
Yerschiebungsvektor, den wir bei der Betrachtung der Deformation 
eines elastischen Körpers mit iS bezeichnet hatten, gleich 

18 = ödt 

Der Yektor dt geht demnach in dem Zeitteilchen dt in den Yektor 
dr-j-diS = dr-j-dodt über, wo dt) die Änderung, die bei fest- 
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gehaltener Zeit der Änderung dr entspricht Der Übeigang von 
dem Vektor dr zu dt) werde dorch den Tensor X yermittelt 

dt) = X.dt. 

Dann ist dr + d« = (l + 3;dt).dr. 

Den Tensor % zerlegen wir wieder in einen symmetrischen Teil 
%i und einen antisymmetrischen Teil Z^ nnd schreiben 

l + Xidt + ^^dt 

in der Form eines Prodoktes 

(l + a:idt)(l + a:,dt) oder auch (l + 2,dt)(l-|-3:idt). 

Der Tensor 1 -|- ^dt bedeutet eine reine Deformation ohne Drehung, 
wälp*end 1 -|- 3^dt eine unendlich kleine Drehung ausdrückt. Wenn 
wir für die Zwecke der Rechnung die beiden Tensoren auf ein 
System i, i, I beziehen wollen, so haben wir zusetzen 

t) = ut + vj + wl, 

T =xl + yi + zl. 
Soll nun 

dD = I.dr 

sein^so verwandelt % die Vektoren dxt, dyji, dzl in -r— dx, -j— dy, 

-^— dz, also ist 
oz ^ 

ox ' oy oz 
und daher 

^ bu 6v bw ,^ , 1 fbv , bw\ ..^ , ... 

+HIJ+w)<«+«»+^(If+I^)«+"'' 

, 1 /dv du\ ... ... 

Der Drehungstensor 

i + 2:,dt 

dreht das Flüssigkeitselement, wiä wir oben gesehen haben, um 
eine Achse, die auf der Plangrosse 
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= yVödt 

senkrecht steht, um einen Winkel d^, der gleich ihrem numeri- 
schen Wert ist, und in einem Drehungssinn, der gleich dem Dm- 
laufeinn der Plangrösse ist Dividieren wir durch dt, so tritt an Stelle 

tles Winkels d^ die Drehungsgeschwindigkeit -?--. Die Plangrösse 

1 „ 

oder ihre Ergänzung 

bezeichnet also Drehangsachse, ümlaufsinn nnd Drehungsgeschwin- 
digkeit Der Vektor VXt), dessen Eigenschaften wir schon oben 
studiert haben, wird aus dipem Grunde die „Rotation der Flüssig- 
keit" genannt^). 

Der Tensor (1 -f- 3; dt) ändeirt das Volumen im Verhältnis 1 -j- 

(ü U ö V ö w \ 

~S — '""S — [-"jT—ldtssl -|- V.t)dt,so dass V-todt die Änderung 

der Volumeinheit in der Zeit dt und V-^ die Änderungsgeschwin- 
digkeit ausdrückt Ist q die Dichtigkeit des betrachteten Flüssig- 
keitsteilchens zurzeit t und (i -}- dp seine Dichtigkeit zurzeit t -f- dt, 
60 muss die Masse auf die Volumeinheit bezogen einerseits gleich 
p, andererseits gleich (p-f-d())(l-f V.^dt), also 

Q = p + pV-todt-j-dp 

sein, d. h. es ist, wie wir schon oben fanden 

1 dp 



V.ö = — 



p dt 



§15. Tensorintegrale. 

Der Begriff des Tensorfeldes, der zu dem des Vektorfeldes und 
des Plangrössenfeldes hinzugetreten ist, gibt Anlass, die drei oben 

^) Manche Schriftsteller schreiben daher für den Vektor V x ^ ^^^ 
beliebigen Feldes rot t), Maxwell schreibt cnrl b (das Quirlen der Flüssigkeit). 

Bonge, YektonualTiis. I. 12 
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abgeleiteten Theoreme über die Umwandlungen der Oberflächen- 
integrale 

/fd®, fpd®, /gfd® 

in Baumintegrale durch ein viertes zu ergänzen, bei dem das Ober- 
flächenintegral 

/Id® 

in ein Baumintegral verwandelt wird. %d& ist dabei ein Vektor^ 
der dem Oberflächenelement d® zugeordnet ist, d® so genommen^ 
dass das Innere auf der positiven Seite von d® liegt Ist % z. B.das 
Tensorfeld der Spannungen in einem irgendwie beanspruchten elasti- 
schen Körper, so sind Xd® die Kräfte auf den BegiCnzungselementen 
d®, die man für irgendeinen herausgeschnittenen Teil des elastischen 
Körpers auf der Begrenzung dieses Teils anbringen muss,um das Oleich- 
gewicht aufrecht zu erhalten. Die Umwandlung in ein Baumintegral 
geschieht in derselben Weise wie in den drei anderen Fällen, in- 
dem man sich den Baum in kleine Parallelepipeda zerschnitten denkt 
und die Integration 

/Xd® 

über die Begrenzungen aller Teile ausdehnt Jedes Element der 
Oberfläche, das nicht der ursprünglichen Oberfläche des Baumes 
angehört, kommt dabei zweimal mit entgegengesetztem Umlau&inn 
vor, so dass die beiden entsprechenden Elemente Xd® sich gegen- 
seitig aufheben und das Gesamtintegral über die Oberflächen aller 
Teile daher gleich dem ursprünglichen Oberflächenintegral ist 

Die Integration über ein Parallelepipedon, dessen von einer 
Ecke mit dem Ortsvektor 

T = xa + yB + zc 

ausgehende Kanten durch die Vektoren 

Jxa, Ajiy JzCj 

(wo aBc rechtsgewunden vorausgesetzt sei), gebildet werden, geschieht 
wieder durch Zusammenfassung je zweier paralleler Begrenzungs- 
flächen, z. B. der beiden, die den Plangrössen 

icAj/lz und — icAj/lz 

entsprechen. Für die erste ist r.o* = x, für die zweite r.a* = 
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x + ^^ Die beiden Teile des Oberflächenintegrals ergeben dem- 
nach in erster Annfihemng 

— ^ — hcdx AjAz. 

Unter -^^ — ist der Tensor zu verstehen, den man erhält wenn 
ox . ^ 

xnan von dem Tensor an der Stelle X'\'Ax, 7, z den Tensor an 
der Stelle x, 7, z abzieht, dorch A x dividiert und zur Grenze über- 
geht oder, was auf dasselbe hinauskommt, indem man die Mass- 
zahlen des Tensors sich als Funktionen von x, 7, z gegeben denkt 
und sie partiell nach x differenziert* 

Die drei Paare von Orenzflächen liefern mithin zusammen 

oder, indem wir, wie oben, den Operator 

, „ b 6c , b ca , ö ab 



bx abc hj abc bz abc 

wie eine Flangrösse behandeln 

— X I ^AxAjAzaic 

Die Sunune aller dieser Teile liefert, wenn man Jx, J7, Az sich 
der NuU nähern lässt, das Raumintegral 

—fZ I Vdr 

unter dr, wie oben, das rechtsgewundene Baumelement verstanden. 
Mithin ist 

/SEdO + ySCI vdT = 0. 

Wenn die Baumelemente dr eines elastischen Körpers von den 
Kräften 

angegriffen werden, wo p das entsprechende Yektorfeld bedeutet, 
und wenn durch gewisse an der Oberfläche angebrachte Kräfte 

jenen Kräften das Gleichgewicht gehalten wird, so muss 

fXd&+fpdT = 

12* 
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sein. Dieselbe Gieichung muss aber auch gelten, wenn die beiden 
Integrale sich auf die Begrenzung und den Sauminhalt eines be- 
liebigen Teils des elastischen Körpers beziehen. Denn, wenn wir 
diesen Teil herausschneiden, so müssen wir auf der Begrenzung die 
Kräfte Xd® anbringen, um alles im Oleichgewicht zu halten. Da- 
her ist für jeden beliebigen Teil des Baumes 

fpdx —JZ I VdT 
und mithin p = 2: | y. 

Beim Spannungstensor hat demnach der Vektor 

5C| V 
die einfache Bedeutung der Kraft, berechnet auf die Baumeinheit^ 
die in jedem Punkte des elastischen Körpers angreift 
Wird der Tensor % auf die Form 

ca + fb + gc 
gebracht, so ist 

a:iv = a:.v = -^+-^ + -^- 

öx ' oy ' oz 

Für a, b, c wollen wir ein zu sich selbst reziprokes reohtsgewun* 
denes System i, i, f einsetzen, dann stellt 

»> = a:iv 

die Gleichgewichtsbedingungen in der üblichen Form dar. Denn 

dann sind 

e = Sil, f = S!i, fl = SCIi 

die drei auf die Flächeneinheit berechneten Spannungen in den 
Ebenen, die parallel zu j[I, li, {{ durch die betrachteten Punkte ge- 
legt sind. In der Bezeichnung von Eirchhoff ist also 

9 = X.i + Y.i + Z,l 

und damit S | y = (-^ + 4^ j.-^)l 

\ ox oy öz / 

/AT, j ÖT, , ÖT. 



^ \ öx '■ by "^ bz /* 
I /^Z» I ^Zx I J»Z. \, 

^l bx + öy +~hrr 
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Wenn die auf die Baumeinheit wirkende Kraft |> in der Form 

p = Xl + Ti + Zl 
dargestellt ist, so schreibt sich also die Oleichgewichtsl^edingung 

in der üblichen Form 

bXx . 5Xy . hX^ ^ 

bx ■*" by "^ bz ~ 
>Yx hYj 6Y, _ 

bx ^ bj '^ hz ~ ^ 

by * öy ' bz 
Die Form 

S| V 
hat den grossen Vorzug vom Koordinatensystem unabhängig zu 
sein. Man braucht nur für V seinen Wert in Koordinaten einzu- 
setzen, um die Oleichgewichtsbedingungen für irgendein Koordi- 
natensystem hinzuschreiben. Das gilt ebenso auch für krummlinige 
Koordinaten. 

In diesem Falle hat man, wie schon oben in Kap. U, § 11, be- 
merkt, ebenso 

und daraus folgt 

I V = S. V = -^-e^+^f+TT'« • 
hmt* ha,f* bofl» _ 

wie Kap. II, § 11, gezeigt wurde, so ist auch 

Daher kann man fOr 2: | V anoh schreiben: 

' ^ ~ a> b| "^ CD hri "•" o> J>g ' 

Die nenn Masszahlen des Tensors werden zweckmässig mit Doppel- 
indizes bezeichnet und dann wird man gut tan, dem entsprechend 
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auch die Yeränderlichen statt durch Buchstaben £ 17, ^ durdii die 
Indizes §1, ä, ^ zu unterscheiden und ebenso die zugehörigen 
Vektoren mit e^, e«; e, zu bezeichnen. 
Sei 
X = XJe*o ei (Summe über Jl = 1, 2, 3 und tf = 1, 2, 3^ 

so wird 

a;.cDC*i = a>2;jc% (Summe über = 1, 2, 3) 
und mithin 

2 I V = vTT-^ e «^ + ^ ^nr- (Summe 2, 0). 

CO Ogi ogi 

Ghristoffel schreibt für das skalare Produkt 



ht*a A öe« * ?>Ci -. 



das Zeichen 



und damit erhalten wir 

W ^ (^ ■*'')'*• (Summe über ft = 1, 2, 3) 

und 
^ I V = i^^^-:^^ {': [)e% (Summe über 

/* = 1, 2, 3). 

Ist also ^ der Yektor der Kraft, so würde man die Gleichgewichts- 
bedingungen 

Z\S7 = P 

in krummlinigen Koordinaten in der Form schreiben 



^) Diese Oleichnngen folgen aus z^a. e^ == oder 1 nnd ans 
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p . tß, sind dabei die Masszahlen der Kraft in bezog auf das Sy- 
stem e%. 

Über die Herleitung der Ausdrucke 






r:} 



mögen noch einige Bemerkungen hinzugefügt werden. Es ist 



Daher 



\'!:}=2i''-M'-^) 



Sind also die Grössen e*a.e\ bekannt, so lassen sich die 



:. i'-P 



{."} 



berechnen, so bald man die Grössen e^ . -^rr— gefunden hat. Diese 

letzteren kann man nun aus den Grössen u - ti ermittehi. Es ist 
nämlich 



Durch zyklische Yertauschung von r, X, fi treten die Gleichungen 
hinzu 



tu + tl 






ec + e, 



Von den sechs Grössen der rechten Seiten sind je zwei einander 

gleich ^ B. -g^.e, gleich e,-^, weü _=-^=^^^. 

Multipliziert man nun die dritte Gleichung mit — 1 und ad- 
diert alle drei, so erhält man 

Die Grössen -z-^ • Ca = -z-^ • e^ bezeichnet Christoffel mit 1 r, J " 
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Es können also zunächst die Grössen r^ aus den S^oeffizientan 

ex'tfi des Ausdrucks 

dr.dr = 5^(Ci.e^)dgid^ 

ermittelt werden. Die t*3i.t*/ ergehen sich durch die ümkehmn^ 
der Gleichungen ' 

ci=^(e^.ea)e% 

oder auch aus 

Aus den ^ und e*i.e% ergeben sich dann | ^f- 

§ 16. Eogrediene und Eontragredienz. 

Wenn man einen Yektor p aus drei Vektoren e, f, g nume- 
risch abgeleitet hat 

P = xe + yf + zfl 

und nun statt e, f , g drei andere Einheitsvektoren a, b, c einführt 

e = a^a + bib + CiC 
I. f = »itt + bfb + c,c 

fl = asÄ + bsB + CsC, 



P = §a + iyb + gc, 



so erhalten wir 

wo 

I = a^x + a,y + a^z 

n. «? = biX + b,y + bsZ 

S = CiX + c'y + CsZ. 

Wir sehen somit, dass die neuen Masszahlen g, i}, g zu den 
alten x, y, z keineswegs in derselben Beziehung stehen, wie 
die neuen Einheitsvektoren o, b, c zu den alten e, f, g. Wenn man 
dagegen die reziproken Einheitsvektoren e*, f*, g* und die zu a, iy 
c reziproken a*, b* c* betrachtet, so zeigt sich, dass a'*', b'^, c* aus 
^*j f*) fl* genau durch dieselben Gleichungen abgeleitet werden wie 
g 7/, g aus X, y, z. Denn der Tensor £, der jeden Yektor unver- 
ändert lässt, kann, wie schon oben bemerkt, in der Form 

Z = ce* + ff* + gg* = aa* + bb*-l-cc* 



Kogredienz mid Eontragredienz 185 

geechrieben werden. Setzt man hier für e, f , g die Ausdrücke I ein 
und ordnet nach a, 6, c, so erhält man 

S = a(aic* + a,f + a39*) + B (b^e* + b,f* + bgg*) 

+ c(cic* + c,f*cj8*) 
und folglich * 

c* = aiC* + a,f* + a8a* 
b* = b,e* + b,f* + b39* 

C* = CiC*+C,f*+C8fl*, 

woraus heirorgeht, dass die neuen reziproken Einheitsvektoren a\ 
b*, c* zu den alten reziproken Einheitsvektoren c*, f*, g* in den- 
selben Beziehungen stehen, wie die neuen Masszahlen §, i^, g zu 
den alten x, y, z. 

Leitet man den Yektor p aus den reziproken Einheitsvek- 
toren ab 

p = x*c* + y*f* + z*9* ='rö* + ^*B* + S*c*, 

so stehen die Masszahlen g*, i;*, g* zu x*^ y% z* in denselben Be- 
ziehungen wie die Einheitsvektoren a, 6, c zu e, f, g. Denn setzt 
man für a\ f>*^ c* ihre Ausdrucke durch e% f*, f^* ein und ordnet 
nach c*, f*, g*, so ergeben sich durch Yeigleichung mit x*c*-f- 
y*f* + z*g* die Gleichungen 

y* = ail* + M* + c«e* 

die genau den .Gleichungen I entsprechen. Um dies Verhalten der 
Mas9zahlen und Einheitsvektoren kurz zu bezeichnen, sagt man, 
„die Masszahlen transformieren sich kontragredient zu den Ein- 
heitsvektoren^ auf die sie sich beziehen und kogredient zu den 
dazu reziproken Einheitsvektoren. Das Wort kogredient druckt also 
die gleiche Art der Transformation beim Übergang zu neuen Ein- 
heitsvektoren und neuen entsprechenden Masszahlen aus. 

Wendet man laufende Indices zur Unterscheidung der ver- 
schiedenen Einheitsvektoren und verschiedenen Masszahlen an, so 
empfiehlt es sich, die Eontragredienz dadurch anzudeuten, dass der 
laufende Index das eine Mal oben, das andere Mal unten angebracht 
wird. Wir schreiben demnach 

p = xHi + x»e, + x»e, = XiC» + x,e» + XgC» 
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und deuten also durch die Stellung des Index an, dass z. B. e^, 
e^, 08 kontragredient zu e^ e', e' und x\ x^j x', dagegen kogredient 
zu Xj^, x,, X3 sind. 

Zugleich empfiehlt es sich, zur Abkürzung die Summe nicht 
auszuschreiben, sondern nur 

zu schreiben, wobei durch den doppelt vorkommenden Index i an- 
gedeutet sein soll, dass die Summe über i = 1, 2, 3 gemeint ist. 
Analoges gilt von den Masszahlen und Einheiten eines Tensors. 
Wir schreiben 

Z == a^^^eiCk, 

wobei die Indices i, k unabhängig voneinander die Werte 1, 2, 3 
durchlaufen und die Summe über die neun Glieder zu erstrecken 
ist. Die neun Grössen a^^ sind die Masszahlen des Tensors und die 
neun Tensoren eitt sind die Einheiten, auf die sich die Masszahlen 
beziehen. Beim Übergang zu neuen Einheitsvektoren fi, treten an 
Stelle der neun Einheitstensoren Ctek die neuen Einheitstensoren 
fzf^, die mit ihnen linear zusammenhängen. 

Die neuen Masszahlen b '^ sind dann ebenfalls linear durch die 
alten Masszahlen ausgedrückt 

Sei Cj = i^f^ und demnach f* = fjc*, 

wo wieder über den auf der rechten Seite oben und unten vor- 
kommenden Index zu summieren ist Dann ist 

und 

folglich 

bV = ff^a«k. 

Das heisst die a^^ transformieren sich beim Übergang zu neuen 
Einheitsvektoren kontragredient zu den eiCk und kogredient zu den 
^e^ Dies Verhalten der a^^ ist dadurch zum Ausdruck gebracht, 
dass beide Indices oben angesetzt sind Bezieht man den Tensor % 
auf die reziproken Einheiten e^e^ so werden die entsprechenden 
Masszahlen aus demselben Grunde mit unteren Indices bezeichnet 
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Man kann auch für die vorderen Vektoren die % für die hinteren 
die e^ einführen oder umgekehrt und erhält dann für denselben 
Tensor die Formen 

% = a^e^e* oder % = aJe^Cj. 

Man nennt diese Formen ^^emischt^'. Wenn der Tensor % „sich 
selbst konjugiert oder symmetrisch" ist, so bleibt er, wie oben aus- 
einandergesetzt wurde, bei der Yertauschung der beiden Yektoren 
in jedem seiner Glieder ungeändert D. h. dann ist a^^ = a^^, aik 
= aki und a^ = a^. Ein symmetrischer Tensor besitzt also nur eine 
gemischte Form. Und umgekehrt, wenn ein Tensor nur eine gemischte 
Form besitzt, so ist er symmetrisch. Denn wenn man in der Form 

in jedem Gliede die beiden Yektoren vertauschen kann, ohne dass 
der Tensor sich ändert, so ist er sich selbst konjugiert 

Ein antisymmetrischer Tensor geht ins Entgegengesetzte über, 
wenn man in jedem Gliede die beiden Yektoren vertauscht Für 
einen antisymmetrischen Tensor ist also a^^ = — a^* und aik = 
— aki und zugleich a^^ = 0, aü = 0. Wie wir oben gesehen haben, 
kann man die vektorielle Multiplikation eines Yektors p mit einem 
zweiten Yektor dadurch ersetzen, dass man auf p einen antisym- 
metrischen Tensor % anwendet Denn es wird, wenn 

% = a**eiCk und |> = p^ c*, 
%.p = a*kCi(Ck.rt = a^^pkCi. 
D. h. die Masszahlen des Yektors % . p sind gleich den drei Summen 
a'^Pk'oder ausgeschrieben 

a^ip, 4- a^*Pf + a"Ps, a«pi + a«p, + a«»ps, a'^p, + a«p, + a^p« 

oder, wenn man berücksichtigt, dass a^^ = a'' == a^ = und ^ 
a** = — a*^ ist: 

a"Pf — a"ps, — a«pi + a»ps, a"pi — a«p,. 
Das sind die Masszahlen des vektoriellen Produktes 

wo der Yektor q gleich der Ergänzung der Plangrösse 

Q = a»e, es + a^e^Ci + a^Cje, ist 
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Statt des Vektors p kann man auch seine Ergfinzong, die Plan- 
grösse ^ = ^^^^ + JP^^^ + ^M:^ einführen und statt %,p 

«1«!^ h^^ ^hh 
= p X q schreiben 

Jede Flangrösse Q steht somit in einer engen Beziehung zu 
einem antisymmetrischen Tensor % und umgekehrt Die Flangrösse 
ist numerisch abzuleiten aus den drei äusseren Prqdukten t^t^j t^e^, 
tit^ durch die drei entsprechenden Masszahlen a*', a^^, a^'. 

Q = a'^c^eg + a^^CgCi + a^^ejC,. 

Schreibt man a^*, a", a** für — a**, — a", — a*^, so kann man für 
O auch ebensogut setzen 

Q = a^Cae, + a^q Cj + a"e,Ci, 

da die äusseren Produkte t^^y hh^ ^h ^^^ äusseren Produkten 
^^1 ^^i) ^1^ entgegengesetzt sind. Wenn man nun beide Aus- 
drücke addiert, so erhält man 

2Q = a^kCiCk, 

wo sich die Summe auf der rechten Seite auf die Werte i = 1, 2, 3 

und k = 1, 2, 3 erstreckt Der antisymmetrische Tensor % hat genau 

dieselbe Oestalt 

X = a^kciCk, 

nur bedeuten hier die sechs Grössen eiek nicht äussere Produkte^ 
sondern die sechs Einheitstensoren, aus denen der antisymmetrische 
Tensor % numerisch abgeleitet ist Hier ist nicht CiCk = — t^tiy 
sondern die sechs Tensoren eiCk sind voneinander numerisch unab- 
hängig. Man erhält also, wie schon oben § 9 bemerkt wurde, aus 
dem antisymmetrischen Tensor die ihm entsprechende Flangrösse, 
wenn man die Einheitstensoren eiCk durch die äusseren Produkte 
eiCk ersetzt und durch zwei dividiert In dem Ausdruck für Z kann 
man auch je zwei Tenne mit eiCk und Ckei zusammenfassend schreiben 

2 = a>«(e2e, — CsC,) + a"(esCi-Cie8) + a"(Cie, — e,ei). 

In dieser Form ist X numerisch aus den drei antisymmetrischen 
Tensoren 

abgeleitet D. h. man braucht nicht mehr als drei linear voneinander 
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fiBabhängige antisymmetrische Einheitstensoren. Die Masszahlen 
von % in bezog auf diese drei antisymmetrischen Tensoren stimmen mit 
den Masszahlen der Plangrösse Q in bezug anf die drei Einheits- 
plangrössen t^t^^ ese^, e^e^ überein. In den kontragredienten Ein- 
heiten geschrieben, hat -man 

% = aike^c^ und Q = «H-aike^e^, 

wo wieder in dem Ausdruck für O jeder Term e^e^ das äussere 
Produkt der beiden Vektoren bedeutet. Durch den antisymmetri- 
schen Tensor % der zu einer Plangrösse O gehört, kann man also 
sowohl die vektorielle Multiplikation eines Vektors p mit dem Vektor 
q, der die Ergänzung von q darstellt, als auch das äussere Produkt 
einer Plangrösse $ mit der Plangrösse O ausdrücken. Denn es ist, 
wie wir oben sahen, 

S.p = p.q und S^ = ?Q. 

Es kann unter umständen vorteilhaft sein, hiervon (Gebrauch zu 
machen und das vektorielle Produkt oder das äussere Produkt 
zweier Plangrössen durch die Anwendung eines antisymmetrischen 
Tensors zu ersetzen. 

Die Geschwindigkeit t> z. B. eines Punktes eines starren Körpers, 
der sich um eine Achse dreht, kann «in der Form 

tj = S.r 

dargestellt werden. Dabei ist r der Ortsvektor, der von irgendeinem 
Punkte der Achse zu dem betrachteten Punkte des Körpers führt. 
% ist ein antidymmetrischer Tensor, 

2; = a»*CiCk (a^* = — a^') 
und die Plangrösse / 

die aus % hervorgeht, wenn wir ZiZ^ als äusseres Produkt auffassen, 
steht senkrecht auf der Drehungsachse und ihr numerischer Wert 
ist die Drehungsgeschwindigkeit. Der Drehungssinn ist dem Um- 
laufsinn von O entgegengesetzt 

Wir wollen als Beispiel die Bewegung eines starren Körpers 
um einen festen Punkt darstellen, wenn keine anderen Kräfte auf 
ihn einwirken, als dieser Bedingung entsprechen. Sei D die Oe- 
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Bchwindigkeit des Massenteilchens dm und r sein Ortsvektdr tob 
dem festen Punkt aus geiechnet Dann ist die Summe der Dieb- 
Impulse 

/rtodm 

eine konstante Plangrösse, die wir mit ^ 'bezeichnen wollen. Für 
den Vektor \> setzen wir dabei 

D = 3; . r = a*^XkCi, 

so dass wir erhalten 

af = a*kt^C2Ci, 

wo 

tJ==yx^Xkdm, r = x^Ci = XkC^ 

gesetzt ist 

Die Grössen t^ sind die Masszahlen eines symmetrischen Tensors 

r=t^cic^=/rrdnL 

Wir können daher die Einheitsvektoren so annehmen, dass sie in 
die Hauptachsen von 5t fallen und ein zu sich selbst reziprokes 
rechts gewundenes System bilden« Dieses System ist mit dem starren 
Körper fest yerbunden, wie aus der Definition yon %' 

X = fxxAm 

unmittelbar hervorgeht Denn' der Ortsvektor r eines jeden Teilchens 
dm ist mit dem Körper fest verbunden. %' kann der TrSgheits- 
tensor des Körpers genannt werden. Seine Hauptachsen sind die 
Haupttragheitsachsen für den festen Punkt des Körpers. 

Für dieses zu sich selbst reziproke System brauchen wir die 
oberen und unteren Indices nicht mehr zu unterscheiden und ausser- 
dem verschwinden die Masszahlen t^ für k ungleich X. 

Die Plangrösse 1$, die den Oesamtdrehimpuls darstellt,* lasst 
sich somit in der Form schreiben 

5 = a«kt5ekCi 

oder ausführlich geschrieben, da a^^ = — a^^, 

g: = a«(tS + tJ)e,Cs + a«(tl + tgc8Ci + a«H<? + t})eiC,. 

Die Differentialgleichungen der Bewegung sind in der Bedingung 
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▼ollständig enthalten, d. h. in der Bedingung, dass der Drehimpuls 

sich nicht ändern kann, um sie für die Masszahlen aufzustellen, 

muss man beachten, dass die Einheitsvektoren ei sich nach der 

Formel 

dei 



dt 



= X.Ci == a^*ek 



ändern. Denn wenn wir ei von dem festen Funkt aus abtragen, so 
bildet es den Ortsvektor eines im Körper festen Punktes, dessen 
G^eschwindigkeit durch den Drehungstensor % geliefert wird. Die 
Orössen tf-f-^ ^ + 4)^ + ^ suid die drei Hauptträgheitsmomento,^ 
für die wir die Buchstaben A^, A„ A, schreiben wollen. 
Die Differentiation des ersten Gliedes von ^ liefert 

da^ 
Ai -^ CaCs + Aia»«ai»CiC8 + AiaMai^CjC^. 

Die Differentialquotienten der anderen beiden Glieder ergeben sich 
durch zyklische Vertauschung. Die auf e^es bezügliche Masszahl 

von --^ wird somit gleich 
dt 

Da nun das Verschwinden von -^- das Verschwinden seiner drei 

dt 

Masszahlen verlangt, so erhalten wir die Gleichung 

A,^ + (A,-A,)a"a«i = 

und die beiden, die durch zyklische Vertauschung der Indices aus 
dieser hervorgehen. 

Wie oben gezeigt, ist der Drehungssinn dem ümlau&inn der 
Plangrösse 

entgegengesetzt Will man also, wie es meistens geschieht, den Vek- 
tor q einführen, der der Drehungsachse parallel ist und im Sinne 
einer Bechtsschraube die Drehungsgeschwindigkeit in der üblichen. 
Weise darstellt, so hat man 

q = — I Q = a"ei-f ai»c, + a"c, 
zu setzen. 
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Diese Differentialgleichangen für die Masszahlen der Drehongs- 
geschwindigkeit sind zuerst von Eoler aufgestellt um sie zu inte- 
grieren, und um die Gesetze der Bewegung zu erkennen, geht man 
am besten wieder auf die Plangrössen Or und Q zurück. Von gr 
wissen wir, dass sie konstant ist Das Quadrat ihres numerischen 
Wertes ist mithin eine konstante skalare Grösse 

3f|8f = ci 

Die Plaügrösse Q liefert mit Or die skalare Grösse 

15 = (a8«)«Ai + (ai»)»A, + (a")«A8. 

Da die Masszahlen von Q die Drehungsgeschwindigkeiten um die 
drei Achsen darstellen und die Grössen A die Trägheitsmomente 
sind, so ist Q I 5 die doppelte kinetische Energie und wir erhalten 
somit eine zweite skalare konstante Grösse 

Q I 3f = c,. 

Wir hätten beide Eonstanten auch als Integrationskonstanten aas 
den Differentialgleichungen gewinnen können. Wir brauchen sie nur 
der Beihe nach mit a**, a^', a*^ imd mit A^a^*, A,a**, A3a*^ zu 
multiplizieren i:^nd zu addieren, so erhalten wir die Gleichungen 

da'» da^' da»i 

da'* da^s da»^ 

und . A?a" -^ + A|ai» ^ + Afa^i -^^ = 0, 

deren Integrale uns die beiden Gleichungen 

gf|gf = CiUndQ|gf = c, 

liefern. Durch diese beiden Gleichungen lassen sich die drei Kom- 
ponenten der Drehungsgeschwindigkeit durch eine von ihnen alge- 
braisch ausdrücken, die sich dann als elliptische Funktion von t 
ergibt^). Aber nicht deshalb heben wir diese Gleichungen hier her- 
vor, sondern weil sie geeignet sind, uns eine anschauliche Yorstel- - 
lung von der Bewegung zu geben. 
Durch den symmetrischen Tensor 

Z— AiCiCi + A^e^ej + AsCses 

hängen die Ergänzungen von — $ und — O 

^) Vergleiche z. B. G. Kirchhoff, Mechanik» 7. YorleBung, § 1. 
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f = — I 5 und q = — I Q 
miteinander zusammen. 

f = a:.q 

oder wie wir auch sagen können, f ist der halbe Gradient der 
Skalaren Funktion (SC . q) . q, die zu dem symmetrischen Tensor ge- 
hört (veigl. Eap. ni, § 5). Die skalare Funktion ist gleich 

(SC.qJ.q = f.q = 5 I Q = AiX? + A,xi + Asxi, 

wo wir die Masszahlen von q mit x^, x,, x, bezeichnet haben. 

Konstant gesetzt liefert sie die Gleichung des Trägheitsellipsoides. 
Den Yektor q, der die momentane Drehungsachse und durch seine 
Grosse die Drehungsgeschwindigkeit darstellt, können wir uns dem- 
nach als einen Radius vorstellen, der von dqm festen Punkt zu 
einem Funkt des Ellipsoides 

Aj^Xj -f- A^x^ -j- AgXs = C| 

hinfuhrt Der Drehimpulsvektor f muss dann als der halbe Gradient 
der Skalaren Funktion die Richtung des Lotes haben, das wir von 
dem festen Punkt auf die Tangentialebene im Endpunkte von q 
fallen. Dieses Lot ist demnach gleich 

f.f ^~ c, ^- 

f.q 
Denn es hat die Richtung von f und die Länge • Da nun 

sowohl f wie f . q konstant ist, so folgt, dass bei der Bewegung des 
starren Körpers dies Lot immer die gleiche Richtung und Länge 
haben muss, d. h. die Tangentialebene muss inmier dieselbe bleiben. 
Das Ellipsoid kann mit andern Worten nur solche Lagen haben, in 
denen es die feste Tangentialebene berührt. Der Yektor, der von 
dem festen Mittelpunkt des Ellipsoides zu dem Berührungspunkt 
führt, gibt die momentane Drehungsachse und die Drehungsgeschwin- 
digkeit an. Der Berührungspunkt liegt also in jedem Augenblick 
auf der Drehungsachse und hat daher die Geschwindigkeit Null. 
Denken wir uns die Reihenfolge der Berührungspunkte sowohl auf 
der Tangentialebene, wie auf der Oberfläche des Ellipsoides gezeich- 
net, so erhalten wir zwei Kurven, von denen die eine fest ist, die 
andere auf der ersten rollt Die möglichen Kurven auf dem Ellip- 
soid sind algebraisch; denn sie sind Schnittlinien des Ellipsoides 

Bange, VoktoranalfiiB. I. 13 
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f.q = AiX? + A,xi4.Asxi = c, 
mit dem EUipsoide 

Um uns eine YorstelloDg von dem Verlauf der Schnittlinien zu 
machen, wollen wir das Trägheitsellipsoid festhalten. Die Quadrate 

seiner Halbachsen sind 

c,/Ai, Cj/A,, Cji/Ag. 

Das EUipsoid f .f = c^, dagegen lassen wir sich verändern, indem 
wir Ol wachsen lassen. Die Quadrate seiner Halbachsen sind 

Ci/A?, Ci/Al, Ci/A|. 

Sei A] <C As<J As, so ist bei beiden Ellipsoiden die erste Halb- 
achse die grösste, die letzte die kleinste. Aber bei dem Ellipsoid 
f . f = Ci sind die relativen Unterschiede der drei Achsen grösser, 
d. h. das Verhältnis der grössten zur mittleren oder zur kleinsten 
ist grösser als das entsprechende Verhältnis beim Trägheitsellipsoid. 
Der kleinste Wert von Ci, bei dem die beiden Ellipsoide gemein- 
same Punkte erhalten, wird daher der sein, für den die grössten 
Achsen zusammenfallen 

Ci/A? = c,|Ai oder Ci = c,Ai, 

der grösste Wert von Ci, bei dem sie noch gemeinsame Punkte er- 
halten, ist der, für den die kleinsten Achsen zusammenfallen 

Ci/Ai = Cj/Ag oder c^ = c^Ag. 

Wächst Ci ein wenig über den kleinsten Wert hinaus, so besteht 
die Schnittlinie aus zwei geschlossenen Kurven, welche um die 
Endpunkte der grössten Achse des Trägheitsellipsoides laufen und 
ist Ci ein wenig kleiner als der grösste Wert, so besteht die Schnitt- 
linie aus zwei geschlossenen Kurven, welche um die Endpunkte 
der kleinen Achse laufen. Lässt man c^ von dem kleinsten Wert 
c,Ai bis zu dem grössten c^Ag wachsen, so müssen die geschlossenen 
Kurven der ersten Art in die der zweiten Art übergehen. Der 
Übergang wird durch die Schnittkurve gebildet, die wir für Oi = 
c^A, erhalten, wo die beiden Ellipsoide sich in den Endpunkten 
der mittleren Achse berühren. Die Schnittlüiie hat in diesen End- 
punkten zwei Doppelpunkte. Sie teilt die Fläche des Trägheits- 
ellipsoides in vier getrennte Teile. Zwei Teüe, welche die kleinste 
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Aobse umgeben, liegen ausserhalb des Ellipsoides f.f = c^A, und 
zwei Teile, welche die grösste Achse umgeben, liegen innerhalb. 
Füi Ci<^CaAt läuft die Schnittlinie um die grosse Achse, für 
Ci > c,Aj um die kleine. 

Bei den Botationen um die Hauptachsen ist q = + 1/ ^ e^ 
oder q = i 1/ ^ e, oder q =s + 1/^ e^ und dementsprechend 

' A.2 ^ Alf 

f =r A^q oder f = A,q oder f = A^q. In allen drei Fällen sind 
die Bc^vregungsgleichungen erfüllt, wenn der Drehungsvektor q kon- 
stant angenommen wird. Aber es besteht ein wesentlicher Unter- 
schied zwischen der Rotation um die mittlere Achse und den Ro- 
tationen um die beiden anderen Achsen. Eine kleine Änderung des 
Drehungsimpulses f z. B. durch einen kleinen Stoss wird den 
Drehungsvektor q aus der Hauptac^ise ein wenig herauswerfen. Bei 
den äusseren Achsen wird sein Endpunkt dann auf dem Trägheitsellip- 
soid eine kleine geschlossene Kurve um den Endpunkt der betreffen- 
den Achse beschreiben, so dass er immer in der Nähe der Achse 
bleibt. Und da auch die Normale des Trägheitsellipsoides in der 
Nähe der Achse nur kleine Winkel mit ihr bildet, so wird sich 
die Achse bei der Bewegung des starren Körpers nur wenig von 
dem konstanten Impulsvektor f entfernen können. Bei der mittleren 
Achse dagegen wird der Endpunkt von q auch durch einen noch 
80 kleinen Stoss auf eine Kurve geworfen werden können, auf der 
er bis in die Nähe des entgegengesetzten Endpunktes der Achse 
gelangt, so dass der Drehungsvektor in den Zwischenlagen alle 
Winkel mit der mittleren Achse bildet. 
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